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EPE RE KKK AR 之 一。 
连续 统 假设 是 19 记 纪 数学 家 康 托 尔 提出 的 一 
个 著名 的 数学 问题 。 这 一 问题 的 提出 ， 对 整 
个 数学 领域 产生 了 深远 前 影响 。1900 年 ， 在 巴 
黎 数 学 家 大 会 上 ， 希 尔 伯 特 把 连续 GAA A 
著名 演讲 《数学 向 题 》 中 的 第 一 个 问题 并 撤 
HEREZH. Ai, ANIERE A "R 
尔 伯 特 第 一 问题 ”。 本 RE ES, RT 
来 议 的 手法 ,加 顾 了 连续 统 恨 设 产 生 的 历史 渊 
源 ， 介 绍 了 有 闫 知识 ， 以 及 它 在 数学 领域 中 的 
Hei, FEUER, SRE, BA 
的 学 习 价值 和 科学 欣赏 价值。 


Summary 


This book is one of “A Series of Appreciation 
of Mathematic:! Topics in World”. Since continu- 
um hypothesis a famous mathematica! problem was 
pointed by mathematiclan G. Cantor, tremendous 
influence in mathematics bas happened,In 3900 Hil- 
bert posed the continuum hypothesis as the first pro- 
blem in his famous report‘Mathematical Problema” 
at the Conference of Mathematician in Paris and 
praised its important functions, Hence people also 
call it “Hilbert's first problem”. 

In this book, we review the historic origin of 
the occurence of continuum hypothesis and introduce 
related knowledge and its situation, functions and 
significance in mathematics by means of historie 
statements description and discussion one after ano- 
ther. This book is worth studying and scientific 
apprecizting because it has strict logicality and is 


varied and interesting. 
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数学 中 重大 的 难题 的 提出 与 解决 ， 常 常 是 数 
学 发 展 的 星 程 碑 。 连 续 统 假设 是 当代 数学 中 最 四 
难 最 著名 的 问题 之 一 ， 它 同 其 它 数学 难题 一 样 ， 
是 数学 发 展 中 的 必然 产物 ， 这 一 问题 已 有 一 百 多 
年 的 历史 了 ， 虽 然 已 取得 重大 的 进展 ， 然 而 至 今 
尚未 解决 。 连 续 统 问题 同 其 它 数学 难题 的 不 同 在 
于 它 更 基本 ，、 更 广阔 。 所 谓 更 基本 表现 在 两 点 
上 ， 它 是 直线 上 点 有 和 多少 的 问题 它 来 源 于 叶 称 
数 举 共 础 的 集合 论 ,数学 是 无 穷 的 数学 ,你 承认 实 
无 穷 总 体 吗 ? 若是 ， 儿 然 产 生 连 续 统 问题 ， 所 请 
更 广阔 的 食 义 ， 一 是 连续 统 来 源 于 物理 与 几何 这 
RP MAO, Hh, RAM, BARA 
过 论述 二 是 连续 统 假设 涉及 到 现代 数学 的 许多 
分 支 ， 涉 及 到 数 百 个 效 学 问题 的 真 食性 问题 ， 其 
PRAT REPRE ABABA, WERN 
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平 涉及 一 切 数 学 分 支 以 及 其 中 许多 著名 问题 ! 三 
是 在 研究 连续 绕 假 设 的 过 程 中 ， 人 名 创造 了 可 构 
Ri, PEER BAAN HE, EME 
多 领域 内 有 了 重要 的 应 用 ， 促 使 若干 长 期 驾 而 未 
决 的 问题 取得 了 重大 进展 。 正 因为 如 此 。 就 决定 
了 本 书 的 基本 内 容 。 

本 书 第 一 章 考 察 麻 民 尔 之 前 的 二 千 多 年 内 
(可 代 中 国 与 雪 代 希腊 以 及 近代 E M) 的 数学 
家 、 匠 学 家 关于 无 穿 的 论述 ， 从 而 说 明康 托 尔 数 
学 思想 的 革命 性 和 集合 论 创立 的 历史 必然 性 这 
也 是 对 连续 统 假设 的 历史 背景 所 作 的 说 明 。 第 
二 、 三 章 梳 述 康 托 尔 的 理论 ， 从 而 可 以 就 准确 地 
漠 清 连续 统 假设 的 含义 。 第 四 章 阅 述 连 续 统 假 设 
的 确切 定义 ,意义 ,等 价 命题 及 其 若干 推论 ， 第 王 
FARBER SU REMARK RRA BR, BA 
RS IEE ETE ELESE TEL EET] 
AM ME RMR, BMAD iba TER 
RAL, RE BRT Be eR A AE 
意 影 响 。 第 七 章 概 述 希 尔 伯 特 方案 ， 这 一 方案 的 
目的 在 于 保卫 十 典 数学 ， 保 卫 人 们 研究 实 匹 穷 的 
权利 和 已 取得 的 车 项 成 果 . 它 凋 述 的 形式 数学 、 直 
观 数学 及 它们 的 相互 联系 正 是 当今 研 兴 集合 论 基 
地 。 第 八 章 概述 由 燕 梅 罗 首先 创立 后 经 党 兰 克 
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尔 、 斯 科 伦 改 进 的 集合 论 公理 系统 ZF, 第 九 章 概 
HRS AT RAM T ZF 公 理 系统 的 
协调 性 证 明 。 第 九 章 简要 说 明科 已 的 相对 独立 性 
TER, 直观 地 说 明 这 一 证 明 中 的 主要 方法 一 力 
扎 法 与 脱 丈 集 合 ， 这 些 模 念 都 涉及 到 形式 系统 的 
本 质 。 最 后， 第 十 一 音 ， 我 们 详细 论述 连续 统 候 
设 还 是 一 大 难 恶 ， 而 这 一 观点 是 哥 德 尔 在 科恩 结 
果 的 十 五 年 前 就 已 经 预见 到 和 论述 过 的 。 我们 详 
细 地 引证 了 哥 德 汞 的 这 些 深 刻 的 观点 ， 借 以 说 明 
庄 续 统 假设 仍然 是 数学 中 特别 是 集合 论 中 的 中 心 
ARL-, URMREWHERH RRA ERK 
论 的 重大 发 展 ， 创 造 新 的 方法 ， 获 得 新 的 公理 ， 

在 连续 统 假 设 的 史前 ， 围 绕 青 定 实 无 穷 与 否 
定 实 无 窃 的 争论 中 ， 在 现代 数学 开拓 者 说 托 尔 提 
HEA RRR a, WR ARIE XW i 
中 ， 以 及 在 它 的 研究 发 展 中 都 有 一 批 著 名 数学 
家 、 逮 辑 学 家 和 数学 思想 家 论 及 这 一 问题 ， 有 的 
对 于 连续 统 假设 的 研究 作出 重大 贡献 。 对 于 他 们 
的 思想 ， 本 书 力图 作出 科学 的 说 明 ， 我 们 概述 了 
EELS@, WAN, BH. KEER BH 
Hit, RESSAM SEM As PEMA T HF 
ERP R RHEE, FR. RMI OER 
HRA, FkNR HY, PAD EL SREY 
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fh Ay EER a, RTS yE 
oth ak, 

我 普 在 文献 C2] 中 通俗 地 说 明 连 续 统 假设 相 
对 于 通常 的 集合 论 公理 系统 的 不 可 判定 性 结果 ， 
并 着 重 说 明 用 现 有 的 工具 《通常 的 集合 论 公理 系 
统 与 方法 ) 是 不 足以 解决 该 问题 的 真 伪 性 问题 
的 ， 正 如 用 圆规 直 尺 不 足以 解决 三 等 分 任意 角 一 
料 。 近 几 年 内 仍然 有 一 些 朋 友 从 不 同 的 角 次 给 出 
了 连续 贷 假 设 的 “证 明 ?或 《 否 证 ”， 基 检定 布 
他 已 给 出 “连续 统 假设 的 证 明 ” 或 者 宣布 他 已 给 
出 “* 吞 证 连续 统 假设 的 证 明 ”。 耐 这些“ 证 明 ” 
所 使 用 的 方法 都 没有 超出 现 有 的 工具 ， 当 然 ， 这 
BRAT Ra, MT Oy ee OE HE 
出 贡献 的 朋友 ， 我 导 切 地 铸 望 他 们 能 认真 地 分 析 
一 下 这 一 问题 的 来 龙 去 脉 ， 透 物 地 了 解 它 的 进 
展 ， 特 别 是 在 这 些 进展 中 、 在 取得 这 些 进展 所 使 
用 的 方法 中 扬 列 肖 着 的 思想 、 观 上 和 方法 。 在 已 
有 的 基础 上 创立 超出 原 有 的 工具 并 胜任 解决 这 一 
问题 的 新 工具 ， 只 有 这 样 才 有 解决 这 一 问题 的 可 
能 。 众 所 周知 ， 连 续 贷 问题 是 深刻 的 ， 它 的 部 义 
是 深远 的 ， 解 决 它 要 付出 号 大 的 努力 ， 正 如 着 尔 
信 特 在 《数学 问题 》 一 文中 所 说 ，“ 某 类 问题 对 
于 一 般 教 学 进展 的 深远 意义 以 及 它们 在 研究 者 个 
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人 的 工作 中 所 起 的 重要 作用 是 不 可 否认 的 。 只 要 
一 门 科学 分 支 能 提出 大 量 的 问题 ， 它 就 充满 着 生 
命 力 ; 而 问题 缺乏 则 预示 独立 发 展 的 衰亡 或 中 止 。 
正如 人 类 的 每 顶 事业 都 读 求 确定 的 目标 一 样 ， 数 
学 研究 也 需要 自己 的 问题 。 正 是 通过 这 些 问 题 的 
解决 研究 者 银 炼 其 钢铁 般 的 意志 和 和 力量， 发 现 
新 方法 和 新 现 点 ， 达 到 更 为 广阔 的 自由 的 境 
界 ?” 。 连 续 统 问题 已 经 历 了 一 百 多 年 了 ， 虽 然 没 
有 和 解决， 但 是 已 经 取得 了 若干 重大 进展 。 我 们 相 
信 ， 人 类 终归 要 解决 它 的 ， 人 们 期 待 着 它 的 早日 
解决 。 在 解决 它 的 过 程 中 必 将 发 现 新 公理 、 新 方 
法 ， 必 将 创造 新 方法 ， 使 人 类 达到 更 广阔 、 更 自 
由 的 境界 。 

限于 水 平 ， 错 误 之 处 在 所 难免 ， 欢 迎 批评 列 
E. 


张 锦 文 
1986 年 8 A168 
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一 洪 无 穷 与 实 无 穷 


RANA ARATE, AH 
于 有 穷 而 言 的 。 数 学 中 的 无 穷 主要 是 指 无 穷 过 
程 ， 无 始 无 终 ， 或 有 始 无 终 ， 或 有 终 无 始 ， 无 限 
大 ， 不 能 被 任意 大 的 实数 所 超越 ， 无 限 小 ， 它 大 
于 擎 ， 但 小 于 任意 的 正 实数 ， 无穷 整 体 ， 即 无 穷 
集合 ， 包 括 无 穷 序数 和 无 穷 基 数 。 

数学 是 无 穷 的 数学 ， 无 穷 福 念 的 发 展 不 浙 地 
推动 着 数学 的 发 展 。 然而， 什么 是 无 穷 呢 ? 如 何 
理解 无 穷 呢 ? 从 十 到 今 ， 一 直 是 数学 家 和 暂 学 家 
长 期 争论 和 关注 的 问题 。 

本 章 我 们 打算 从 古代 中 国 、 古 希腊 以 及 牛 
顿 、 芋 布 尼 效 和 他 们 之 后 的 一些 著名 的 思想 家 、 
数学 家 的 论述 出 发 考察 集合 论 的 史前 夸 想 史 ， 
进而 阐述 现代 数学 的 莫 基 者 康 托 尔 的 基本 观点 。 
康 托 条 的 思想 是 革命 的 ， 不 本 的 ， 


1. 古代 中 国学 者 的 认识 


中 国 数学 在 世界 数学 的 发 展 过 程 中 占有 量 要 
的 地 位 ， 中 国 数学 对 让 界 数学 的 发 展 作出 过 重大 
的 贡献 。 关 于 数学 中 的 无 穷 概念 ， 有 过 精 膀 的 论 
述 。 

早 在 公元 前 四 世纪 ， 我 国 黑 子 学 派 在 现 有 传 
本 《黑子 》 一 书 的 “经 上 ”，“ 经 说 上 ”，“ 经 
下 ”和 “经 说 下 ”四 篇 中 ， 就 记载 着 有 关 无 穷 的 
AX, RE” MAT” 是 给 出 -` 些 概念 的 定 
义 ，“ 经 说 上 ”和 “经 说 下 ”是 对 各 条 经 文 的 补 
充 说 明 。 

1) [经 ] 穷 ,或 有 前 不 容 尺 。 

CHIH. REPER, BAe ARER, 


无 穷 也 。 

其 电 R” AURRE, MER. 

(EWR BBL AFUE, RA WRE 
AL AR-RE-RMARE, BSR KZ, 
剩 下 的 距离 不 会 超过 一 尺 ,这 是 关于 有 窃 的 定义 . 

5 说 ] 是 对 于 有 穷 与 无 穷 的 补充 说 明 ， 其 意思 
是 说 ， 用 尺 一 次 接 一 次 去 基 某 个 距离 ， 如 果 最 到 
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某 一 次 之 后 所 剩 下 的 不 是 过 一 尽 ， 就 叫 有 穷 ， 如 
果 量 到 任何 一 次 之 后 所 镜 下 的 总 超过 一 尺 ， 就 叫 
无 穷 。 
这 里 涉及 到 无 穷 过 程 与 无 穷 大 量 。 顺 便 指 
出 ,墨家 的 论述 与 阿 基 米 德 公理 十 分 相似 。 把 
[经 1 中 所 述 用 近代 数学 语言 表达 出 来 ， 就 是 ; 
任意 有 穷 的 距离 1 ， 用 长 度 为 e HN 
一 次 地 去 量 它 ， 一 定 存在 次 一 个 数 《〈 自 然 数 ) 
n, ER 
O<- nese 
即 ne<l< (ntl)e 
这 就 是 阿 基 米 德 公理 。 因 此 ， 阿 臣 米 德 公理 应 叫 
租 墨 给 一 一 阿 基 米 德 公理 ， 才 更 符合 历史 事实 ， 
Fay Ok EL AE. 
2) 【经 ] 非 半 弗 瞩 则 不 动 ， 说 在 端 。 
【说 ] 非 ,前 [ 半 进 前 取 也 ， 前 则 中 无 为 
学 ， 犹 端 也 。 前 后 取 则 端 电 i BR 
Æ, BAE, RAR E. 
“Si? ASHEL. ALHEDEN, HK 
物 平分 为 两 个 一 半 ， 又 将 前 面 的 一 半 平 分 洗 两 
个 一 半 ， 这 样 继续 分 割 下 去 ， 势 必 分 到 一 个 不 可 
BON OR”. BAT PRE RLS 
中 的 点 。[ 说 ] 中 进一步 补充 说 明 ， 如 果 弃 掉 前 后 
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的 部 分 而 保 贸 中 间 的 一 半 ， 那 末 ， 这 个 不 可 分 割 
的 “ 端 ”将 留 在 中 间 。 这 条 经 文 没有 指出 这 个 被 
分 割 的 东西 究竟 有 多 少 “ 端 ”， 或 者 说 一 条 线 发 
究竟 有 多 少 点 ， 但 从 其 叙述 可 以 看 出 ， 不 可 分 割 
的 “ 端 ” 应 该 是 有 穷 的 。 这 条 经 文 所 论 及 的 斩 
想 ， 和 古 希腊 哲学 家 德 谋 克 利 特 的 原子 学 说 有 些 
类 似 。 

后 期 的 起 家 学 派对 上 述 厅 题 又 提出 了 不 同 的 
A. GET RT My WET OR, CARS 
辩论 者 提出 的 论题 有 二 十 三 条 ， 其 中 之 一 是 : 

R26, ARRE, TETH. 

RREH, RRMA, S- H FRE 
R, 第 二 日 弃 掉 剩 下 的 半 尺 的 一 半 ， 即 弃 掉 四 分 
ZR. RMSE A, AGG WERT SE. 

RAR STANEK SR Ota” 论 
BELA. SHU A. 人 们 在 有 限时 间 里 不 能 
走 过 无 穷 多 的 点 ， 因 为 人 们 在 通过 … 定 距离 之 
前 ， 必 须 先 直 过 这 距离 的 一 半 ， 要 通过 它 又 必须 
走 过 它 的 一 半 ， 由 此 类 推 以 至 无 穷 ， 如 果 线 仆 是 
由 无 穷 多 个 点 组 成 的 ， 那 末 ， 在 有 限 的 时 间 里 走 
TRA ORE. 

CAT NERA, BP-EN ITA 


1 1 1 


ger gs? 2 


1 i 
2 
因此 ， 这 里 论 及 了 无 穷 过 程 ， 电 论 及 了 无限 小 
a. 

HEADIN, ABN CLES F 
HURLED, AACR ELLER, tier 
MRA ARES COMBE MOTEL W 
AA MRE STN DARL 
必 丰 所 失 。 但 是 他 说 ， “ORR, MRED, 
AZAR TAM, MAMAE T GT k 
也 ， ”这 就 是 说 ， 将 下 多 边 形 的 边 数 展 次 加 倍 ， 
从 而 它 的 面积 增 大 ， 边 致 算 多 ， 则 正 多 边 形 的 曾 
积 越 接近 于 贺 的 而 积 。 边 数 无 限 增多 ， 则 正 多 过 
形 的 面积 就 与 圆 的 面积 一 样 大 

这 一 段 精采 的 论 壕 ， 不 仅 涉 及 到 无 穷 过 程 ， 
ARABS, HACE Ri TOMER AR 
TABI. 


2。 古 希腊 学 者 的 认 误 


ARACEAE hih BSE RA. ie 
们 所 创造 的 数学 ， 对 现代 数学 的 发 展 有 深远 的 影 
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B. HESS OE Ae SE, 

AH BNG SR ALEK EE AA 
呢 ? 

有 一 位 辩论 家 ， 为 了 计 人 们 可 信 “宇宙 是 无 
穷 的 ”， 他 辩论 时 说 ， 如 果 宇 省 是 有 穷 的 ， 那 
末 ， 它 就 一 定 要 有 边缘 、- 位 旅行 省 来 到 宇宙 的 
We, FUE BP. PER BL 
Woh, BRE, HH, RRR Po, 
DESEO AT. TERE EAH. 

VEGA BERET OR DIN BZ aE HT 
们 现在 的 观点 不 同 ， 他 们 允许 使 用 两 个 整数 的 
比 ， 得 不 铸 认 丙 个 整数 之 比 是 数 ， 即 不 承认 分 数 
是 数 。 因 此 ， 当 李 们 发 现 有 些 比 一 一 例如 等 蝗 直 
角 :角形 的 斜 边 与 一 直角 边 的 出 一 -不 能 用 整数 
之 比 表 达 时 ， 硫 感到 惊 黑 不 安 ， 因 为 这 -一 发 现 否 
定 了 毕 得 哥 拉 斯 派 的 信条 ， 宇宙 间 的 一 切 现 和 象 都 
能 归结 为 整数 或 整数 之 比 。 

毕 达 哥 拉 斯 派 称 能 用 整数 之 比 表 达 的 比 为 可 
公 度 比 ， 意 思 就 是 机 比 药 两 个 其 可 以 用 公共 流量 
单位 量 尽 ， 而 把 不 能 用 整数 之 比 家 达 的 比 叫做 不 
可 公 度 比 。 因 为 他 们 栗 素 认 无 理 数 是 数 ， 从 而 也 
就 无 法 表达 不 可 公 度 的 比 了 。 在 发 现 不 可 公 雇 出 
揭 存 在 之 前 ， 他 们 是 把 数 与 几何 量 等 同 起 来 的 ， 
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AU ARE ERE T CRSA, RRA 
便 犯 下 不 可 化 她 的 “罪行 > RARR YARE 
WRT RAR TA AN EH 
纪 ) 。 AMOR EYER ATE E M 
PERRE- ALAR AOR CUR. AA EF 
WRT RAT AUR AGE, BAM 
HOG, HO. LS SORE 
AHR AE BE) LARE BOGE 
续 的 ， 不 可 公 庆 比 的 发 现 ， 迫 使 希腊 数学 家 必须 
解 次 一 个 难题 ， 连 续 与 离 属 的 关系 ， 即 几何 下 与 
数 的 关系 ， 现 代数 学 表明 ， 摘 清楚 实数 与 直线 上 
点 的 关系 ， 依 赖 子 无 穷 的 概念 。 逢 腊 人 似乎 有 所 
领 语 ， 因 此 他 们 十 分 注重 对 光 限 小 ,无限 大 和 无 
穷 过 程 的 讨论 , ALAM, AMER”. 
毕 得 哥 拉 斯 派 把 状 与 恶 加 有 穷 和 无 穷 联系 起 来 。 
WE RI SER, BORER M 
TAT RA CAR. WAN, RE 
MBE READ WI ARB A OR ET 
芝 诺 对 无 穷 的 论述 更 引人入胜 ， 他 提出 了 ， 
1) “对 分 9 论题 ， 如 前 所 述 。 
2) 神 行 太保 阿 其 里 与 乌龟 赛 殉 的 论题 ， 跑 
PI BRC bot EELS Le (OTT Re a BS 
急 ， 因 为 阿 其 里 必须 先 到 达 乌 第 的 出 发 点 ， 这 时 
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乌 忽 又 跑 在 阿 其 里 的 前 面 ， 这 样 继续 下 去 ， 乌 旬 
总 在 阿 其 于 药 前 而 ， 阿 其 里 永远 也 赶不上 乌龟， 

这 种 论点 与 他 的 “对 分 ”论题 是 一 致 的 ， 所 
不 同 的 只 是 不 必 把 所 通过 的 距离 一 再 平分 ， 芝 诺 
论题 的 实质 是 友 说 明 ， 如 果 空 间 无 限 可 分 ， 有 限 
长 度 就 含有 无 穷 多 候 点 ， 屠 未。 在 有 限时 间 内 就 
不 能 通过 有 限 长 度 。 

ERE ZRRS RMR. MUART— 
个 事物 的 无 根性 有 两 种 意义 ;无限 襄 分 或 无 限 宽 
广 ， 在 有 限时 间 内 可 以 接触 从 可 分 意义 上 是 无 很 
的 东西 ， 因 而 从 这 个 意义 上 讲 。 时 间 也 是 无 限 
的 ， 所 以 在 有 限 的 时间 内 可 以 通过 有 限 的 长 度 
阿 其 里 在 有 限 的 时 间 内 可 以 追 上 乌龟 。 

点 和 线 的 关系 令 天 困惑 。 亚 里 士 多 德 说 ， 点 
KTS, RASARE. Rk, TERRE 
多 少 点 ， 还 总 是 聚 不 成 线 ， 而 线段 是 能 分 的 量 。 
因此 ， 点 不 能 形成 象 线 这 类 连续 的 量 ， 点 与 点 不 
能 自己 连续 在 一 起 ， 他 说 一 点 好 出 时 间 中 的 “此 
A” CRE) ， 此 刻 不 可 分 ， 因 而 并 非 时 条 的 一 
部 分 一 点 可 能 是 一 线 的 终端， 始 端 或 其 上 的 分 
界 处 ， 但 它 不 是 线 的 一 部 分 ， 也 不 成 其 为 量 。 一 
点 只 能 通过 运动 才能 产生 一 线 ， 从 而 成 其 为 景 的 
本 源 。 他 说 点 没有 长 度 、 因 此 ， 如 果 一 线 由 点 组 
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成 ， 则 它 将 没有 长 度 
成 ， 则 就 没有 整个 的 时 
的 主张 的 实质 是 ， 点 与 


何 上 的 连续 量 区 别 开 来 。 


TE- EEN EI 
《集合 ) BARH, M 
上 上 一 以 后 ,仍然 是 一 个 


HPE ROG Pa cs ed 
RT. Z, EELSE 
ROE, DEHJL 


ARAE: EAK NRA 
EZET IE -A RR Ee 
自然 数 ， 地 球 如 果 有 一 个 


突然 的 开始 ， 那 来， 它 的 年 哈 足 无 限 的 ， 但 任何 
TRA RAR SHERI, BE 
AERA HAs 时 间 在 两 个 方向 上 都 是 无 限 
的 ,但 任何 一 个 时 刻 部 不 是 无 限 的 。 

欧 儿 里 得 在 其 名 车 儿 何 k 匠 本》 中 明确 指出 ， 
“一线 的 两 端 是 点 ”以 及 “把 上限 长 直线 洪 直 线 
延长 《是 可 能 的 ) ”。 这 就 是 说 ， 欧 用 里 得 所 指 
的 直线 或 曲线 意 是 有 限 长 度 的 。《 床 本 》 是 没有 
延伸 记 无 穷 远 的 直线 ， 只 是 考虑 可 以 无 限 延 长 的 
HR. 

UCR IE, WREN 多 个 简单 
K AHA ERI. KSET WER K 
小 、 次 序 和 位 置 各 有 有 差异， 但 每 个 物体 都 是 由 这 
北原 子 以 某 种 方式 纪 台 而 成 的 、 昌 然 几 何 上 的 量 
是 无 限 可 分 的 ， 但 研 子 是 终 级 的 、 不 可 分 的 质点 
AFREEN atom ALR TA. 前面 
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BARH, TB RA He RAY 
观点 ， 与 这 种 原子 沧 是 相似 的 。 


3， 存 在 着 已 完成 的 无 穷 整体 吗 ? 


BG CEAD MERR KR ABIE KE N 
的 - - 根 直 径 分 加 为 两 个 半圆 。 由 于 阅 的 直径 有 无 
穷 多 ， 所 以 必 有 两 借 那 么 多 的 半圆 。 管 洛克 朱 斯 
说 ， 对 于 许多 人 米 济 这 是 一 个 矛盾 。 怎 样 解释 这 
一 矛盾 呢 ? 他 认为 ， 任 何人 只 能 说 很 大 很 大 数 晶 
的 直径 或 半 回 ， 而 不 能 说 一 个 实 实在 在 无 穷 多 的 
直径 或 半圆 .不 然 的 话 ， 就 会 出 更 两 们 无穷大 等 
于 一 个 无 穷 大 的 问题 、 

17 世 纪 的 向 利 略 把 赣 洛 克拉 斯 的 发 现 提 得 
更 吉明 确 。 他 注意 到 无 穷 整 体能 和 它 的 真正 部 分 
之 间 建 立 一 一 对 应 关系 ， 。 o 
也 就 是 说 它们 有 某 种 相 
等 的 性 质 ， 例 如 

了 正 整数 可 以 和 它 的 
平方 数 梅 成 一 一 对 应 

1 2 Bee Bees 

ttt + 4 A, B 

LA peepee 图 1,1 
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而 后 者 是 前 者 的 一 个 真正 部 分 。 

2) 两 个 不 等 长 的 线段 4B 和 CD， 如 图 1, 
WER. CD vf LA AJRABYY -Rhe AERO R 
ERR, 分别 与 CD 利 AB 相交 于 P，P',， 让 P 与 
了 P! 对 应 ， 则 在 48 与 CD 之 问 稳 成 一 一 对 应 ， 从 前 
可 以 想象 4B 和 CD 合 有 间 样 多 的 点 。 当 人 们 注意 
到 “整体 大 丁 部 分 * 这 公理 时 ， 上 述 相 等 性 又 
是 不 可 能 的 了 了, SUR WSL OE? 或 者 
B ESFERAREN? MERERI TEN 
整体 ， 但 又 闲 惑 不 解 。 

高 斯 不 承认 无穷 整体 的 存在 性 。1831 年 7 月 
12 且 在 给 舒 才 彻 的 信 中 ， 他 明确 表示 ， “我 反对 
把 一 个 无 穷 基 当 作 实体 ， 这 在 数学 中 从 来 是 不 多 
FE. 无穷 内 是 - .种 说 话 的 方式 ， 当 人 们 请 切 地 
说 到 极限 时 ， 是 指 某 些 比值 可 以 任意 由 接近 它 ， 
而 另 一 些 则 允许 无 限制 地 增加 ”。 

波 尔 查 诺 积 极 维 坊 实在 无 穷 整 体 的 存在 性 ， 
并 且 强 调 了 两 个 无 穷 总 体 的 等 价 概念 ， 即 两 个 无 
穷 总 体 之 间 的 一 一 对 应 关系 。 这 个 等 价 概念 既 适 
ATLAS, VEATADRK. 两 个 等 价 的 
无 穷 整 体 ， 可 以 认为 是 “相等 的 ” 。 他 特别 注意 
到 无 穷 整 体能 和 它 的 真正 部 分 等 价 。 对 证 前 人 困 
惑 不 解 的 问题 ， 他 作 了 肯定 前 回答 ， 主 张 必 须 承 
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认 这 一 事实 。 Bn, CO, 6 ] 上 的 实数 ， 可 
以 通过 公式 y= 8x/5, GR CO, 83 上 的 实 
数 建立 一 一 对 应 ， 虽 然 前 者 是 后 者 的 真正 部 分 ， 

总 之 ， 普 洛克 科斯 对 于 无 穷 总 体 持 否定 态 
HE, MURRET, TAR A. EGR 
对 ， 而 波 尔 查 诺 承 认 实 在 无 穷 整体 的 存在 性 ， 并 
建立 了 等 价 概念 。 


4。 无 穷 概念 的 发 展 


17 世 纪 中 叶 ， 生 顿 和 某 布 尼 兹 创立 的 微 积 
SP, BATRA GAD HES. FFA HE 
ARP, AL ARN FE MR Se RE E 
ARV), BET BR EAE. BOT GR 
WOES, A THEE Rea. ET 
RAPHA TELE GS EO TA Be a BET 
i, MAA TROP MIS TD, AETA E 
FRR. 到 19 世 纪 30 年 代 ， 哥 西 并 T 极限、 
收敛 等 某 本 概念 ， 建 立 了 极 恨 理论 ， 给 数学 
分 析 建 立 了 基础 极限 理论 使 得 人 们 通过 是 省 收 
D, ARARAT ERAN, PATERE 
ik, 极限 理论 对 无 恨 小 基 给 出 了 明确 的 说 明 ， 无 


ce] 
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ENRE MER, WEERLE, CAH 
WASSER), TELL KRt E. fit 
SMB, FERRO ELAN RRR 的 变量 。 他 在 
1823 年 的 著作 《代数 分 析 教 程 》 的 序言 中 明确 入 
出 ，“ 当 一 个 变革 的 数值 这 样 地 无 限 减 小 ， 使 之 
收敛 到 极 根 堆 ， 那 未 ， 人 们 就 说 这 个 变 基 成 为 无 
根 小 。 当 变 基 的 数值 这 样 地 无 限 增 大 ， 使 该 变 景 
He Bel Be Roo, WK, WR URNA.” 
但 是 这 里 的 “co” BPE, WOR EE 
限 变 大 的 基 。 
维尔 其 特 拉 斯 发 展 与 完善 了 哥 西 的 思想 ， 避 上 
免 使 用 无 限 小 、 无 限 大 等 概念 ， 创 立 了 现代 数学 
分 析 中 流行 的 e 一 6 语音 ， 对 分 析 学 中 的 -一些 基 
AREAS, WUBI We SOEs: WUE RDE. 
Pil HE y= FO) A x, 处 定义 是 ; 
任 给 一 个 数 e 0， 总 存在 着 一 个 数 6>0， 
824 |x — 0] SO, KRAUL FOO 一 了 xX) Le, 
MEKE y= Foo 在 x。 姓 是 连续 的 。 
从 此 以 后 ， 实 无 限 小 让 分 析 镶 域 销声匿迹 ， 极 限 
更 论 在 分 析 学 中 占 居 统治 地 位 。 
19 沁 纪 分 析 学 的 严密 化 是 否 真 的 排除 了 实 
无 穷 概 念 呢 ?” 没 有 有， 因为- - 切 郁 是 建立 在 实 猴 系 
统 的 共 础 上 的 。 因 此 ， 微 积分 的 严密 化 归结 为 实 
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数 系统 的 建立 了 。 

数学 史 鞋 最 使 人 惊 革 的 事实 之 一 ， 是 实数 系 
的 逻辑 直 础 亮 迟 到 19 世纪 后 叶 才 建立 起 米 。 在 那 
以 前 ， 即 使 正 负 有 理 数 与 无 理 数 的 最 简单 性 质 也 
没有 逻辑 地 建立 。 鉴 于 代数 与 分 析 的 广泛 发 展 都 
用 到 实数 ， 而 实数 的 精确 缚 构 和 挂 质 却 没有 人 夫 
虐 过 ， 这 一 事实 说 明 数学 的 进展 是 怎样 地 不 合 逐 
W. 分 怕 的 严密 化 促使 人 们 认识 到 ， 对 于 数 系 缺 
乏 清晰 的 理解 这 件 事 本 身 卡 补救 不 可 ， 帘 理 解数 
A, 无理 数 是 主要 礁 点 。 

分 析 学 的 葛 睦 者 们 ， 主 要 是 维尔 斯 特 拉 斯 、 
戴 德 爹 和 康 托 尔 就 集中 精力 去 建立 实数 概念 。 这 
样 一 米 ， 实 无 穷 概 念 获 得 了 充分 发 展 。 

实数 的 各 种 理论 实质 上 都 昆 十 分 类 似 的 。 首 
先 都 假定 右 吾 数 系 已 经 建立 ， 其 次 都 要 用 到 实 无 
穷 总 体 的 概念 。 

维尔 斯 特 拉 斯 和 品 托 尔 是 用 有 理 数 序列 定义 
实数 的 ， 说 法 不 同 ， 亿 方式 类 和 似 ， 概 括 地 说 ， 如 
时 一 有 理 数 序列 

Qis Gay dss y Gey ee aD 
〈 即 其 中 的 每 个 oi BLABY Bhi re 条 
t 


lim (an 4n—@,) =0 (1.2) 
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即 对 下 任何 一 个 给 定 的 正 有 理 数 e ， 总 存在 着 -… 
个 自然 数 N， 使 得 当 P>N 时 ， 对 于 任意 的 日 然 
im, 都 有 
lanya = a|. 
WEARI ETN. BEAT AB 
基本 序列 定义 一 个 实数 。 (1,1) 定义 的 实数 用 
GRAZ, 
MERIA BER PAL 
bi ba bss sb see 
满足 条 件 
limla ~b.|=0 
WES OD 定义 出 同一 全 实数 ea 。 A, 有 
理 数 基本 序列 就 分 成 若干 等 价 类 ， 每 一 等 价 类 确 
定 一 个 实数 。 
基本 序列 是 什么 ? 显然 ， 它 是 一 个 实 无 穷 总 
体 ， 或 称 一 无 穷 集 合 。 这 样 一 来 ,一 个 无 理 数 
《特别 是 超越 数 ) 乃 是 一 无 穷 集合 。 有 极限 或 收 
SL ABA, WT LEST. 
用 同样 的 方式 可 以 定义 实数 的 大 小 顺序 al 
b, 及 实数 的 四 出 运算 。 特别 是 他 们 证 明了 ;如果 


Ais Mis Ga y Aap e 


是 一 实数 的 基本 序列 ， 即 c; 都 是 实数 ， 且 对 于 任 
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Ram, A, D 一 致 地 成 立 ， 则 必 有 
一 个 唯一 的 实数 ， 是 击 此 序列 傅 定 的 ， 即 
lima, < e。 这 功 是 说 ， 实 数 的 基本 他 列 具 能 产生 
实数 ， 不 象 有 理 数 基本 序列 那样 能 产生 出 新 的 数 
一 一 无 理 数 、 从 这 个 意义 上 来 说 ， 实 数 系 是 一 个 

OR EE TTL) PS AR AL 
PRA Ti- AARDT ER A 中 任 一 有 理 
数 ， 并 用 CA, AD BRE. 在 一 个 划 
Bt, MURA ARAB KEA Aik 小 数 ， 则 
这 一 划分 就 没有 产生 新 的 数 。 例 如， 设 4 是 小 
于 等 于 2 的 有 理 数 类 ， A, 是 大 十 2 的 有 理 数 
类 ， 则 划分 (4:,4:) 确定 的 数 就 是 有 理 数 2 。 但 
Hb, FLUTE. So, TAH fa 
有 有理数 及 非 负 的 伺 平 方 小 上 2 的 有 有理数 作为 下 类 
4i， 剩 下 的 有 理 数 作为 上 类 A. WK, PE 
明 ， 在 这 个 划分 小 4: 没有 最 大 数 ，4: 没有 最 小 
数 ， 这 个 划分 确定 了 一 个 新 的 数 ， 即 2 . 通过 
这 样 一 个 划 和 分，“ 我 们 创造 出 一 个 新 的 无 理 数 a 
来 ， 它 是 完全 由 这 个 划分 确定 的 。 我 们 说 ， 这 个 
划分 产生 了 数 & ,或 者 说 数 对 应 于 这 个 划分 ,2 
从 而 对 应 于 每 一 个 戴 德 金 划分 ， 存 在 善 唯一 的 - - 
+h, THERA, 
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ARNE UE, BTR RO RATE 
完成 了 的 无 穷 整体 ， 即 无 穷 集 合 . 换言之 ， 他 运 
用 并 发 展 了 实 无 穷 的 概念 。 

无 穷 集合 是 康 托 尔 最 先 提 出 前 一 个 概念 。 把 
人 们 直观 的 或 思维 的 确定 而 且 能 区 分 的 对 象 ， 搜 
祭 起 来 作成 为 一 个 整体 。 康 托 尔 称 这 个 整体 为 集 
E. 组 成 集合 的 对 象 为 元 素 。 当 一 个 元 素 属于 
WASH, idikas ( 读 为 6 属于 8S) , 4am 
TRASH, hades ( 读 为 4 不 属于 S) 。 

当 一 个 集合 的 元 素 的 数 日 赴 菜 一 自然 数 时 
称 为 有 穷 集合 ， 否 则 就 称 为 无 穷 集 合 。 无 穷 集合 
是 一 个 完成 了 的 整体 ， 因 而 是 一 个 实 实在 在 的 无 
RMR. 

康 托 尔 对 实 无 穷 恬 念 的 发 展 ， 我 们 在 本 书 中 
还 要 用 更 多 的 篇 焉 给 以 论述 。 这 里 应 该 指出 ， 康 
托 尔 的 著作 及 其 观点 。 讲 到 了 当时 一 些 著名 的 数 
学 察 ， 折 学 家 及 宗教 势力 的 指 真 和 攻击 ， 宗 教 神 
学 认为 具有 上 帝 是 无 穷 的 ， 康 托 尔 研究 无 穷 ， 建 
UT MALRARG, MIRT Le, SERR. 
数学 家 中 ， 攻 击 康 托 尔 最 强烈 的 不 是 别人 ， 而 是 
EREN, ERRBES. WAER 
PARCAM RCH, WR- LF 
创造 了 当然 数 ， 其 它 一 切 都 是 人 造 的 。? 他 认为 
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RT HO Ree Eh eo, RE 
AE TO. TSE). A A K RARE 
FRR EEDA. REAR 
FEK. WP RRR, WRX Be. 

FA BS Be EK BE MSR EE AR SE 
论 当 作 一 个 有 趣 的 “病理 学 的 情形 ”来 谈论 。 他 
在 1908 年 的 -一 箱 文章 中 说: “下 一 代 人 将 把 〈 康 
托 尔 ) 的 集合 论 当 作 一 种 疾病 ， 而 且 人 们 已 经 从 
中 然 复 过 来 了 。?” 他 以 领袖 人 物 的 口气 警告 大 
家 ; “我 个 人 ， 而 且 不 具 是 我 一 个 人 ， 认 为 重要 
之 点 在 于 ， 切 勿 引进 一 些 不 能 用 有 限 个 文字 去 完 
全 定义 好 的 东西 ”由 于 各 方面 权威 人 士 的 压 
力 ， 使 康 托 尔 曾 一 度 串 了 精神 渭 深 证 、 

RTE REM, WIR AMR 
康 托 尔 集 合 论 ,不仅 不 是 什么 疾病 ， 而 是 现代 数 
学 的 出 发 点 ， 是 康 托 尔 为 数学 家 们 创造 的 乐 加 
如 果 不 承认 无 穷 集合 ， 那 末 ， 无 理 数 也 不 能 接 
受 ， 现 代数 学 还 剩 下 什么 呢 ? 


5。 两 种 无 穷 观 


如 前 所 述 ， 早 在 古 希 腊 时 代 ， 亚 里 士 多 德 在 
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讨论 无 穷 这 个 概念 时 ， 就 触及 到 潜在 的 无 穷 和 真 
实 的 无 劳 ， 这 是 人 们 对 无 穷 的 两 种 观点 ， 滑 无穷 
与 实 元 穷 认识 的 开始 。 

亚 里 士 多 德 虽然 担 到 了 两 种 无 穷 思 想 ， 但 他 
本 人 只 承认 潜 无 穷 的 存在 性 ， 而 不 承认 存在 着 实 
ER., 他 承认 自然 数 基 无 穷 的 ， 是 因为 任何 一 个 
自然 数 加 上 -还 是 自然 歼 ， 不 承认 自然 数组 成 的 
无 穷 总 体 ， 即 不 承认 自然 数 集 全 的 存在 性 

综观 数学 思想 史 ， 可 以 看 出 ， 康 托 尔 以 前 的 
数学 察 们 基本 上 都 是 潜 无 穷 的 观点 。 无 穷 过 程 是 
法 无 穷 的 再 西 等 数学 家 在 分 析 学 中 的 无 限 小 ， 
FUR AAS BR RB. A SE 
穷 论 者 ， 他 的 无 限 小 是 实在 无 限 小 ,然而 他 无 法 
解决 实 元 限 小 的 钦 辑 困难 ， 实 无 限 小 被 驱除 了 。 
直到 本 世纪 60 年 代 ， 美 国 数理 逮 辑 学 家 和 鲁 演示 
BUR THA CAA, PATER TAF BE 
SEE LAB BR LAY FE, BI SG A 
FE, WNT RED, HS MARR 
大 叉 重 新 加 到 分 析 学 领域 。 但 这 是 后 话 ， 实 无 穷 
WREN EARR. 

TESS EMA BE ORR A. RIEKA 
为 无 穷 集合 是 一 个 现实 的 、 完 成 的 、 存 在 着 的 整 
体 ， 是 可 以 认识 、 可 以 把 握 、 可 以 抓 住 的 东西 
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央 而 是 实在 的 无 穷 、 潜 无 穷 论 痢 否 认 实 元 穷 ， 认 
为 无 穷 林 是 已 经 完成 的 整体 ， 面 是 就 其 发 展 来 
说 是 无 穷 的 ， 丙 而 区 穷 只 是 潜在 的 。 

康 托 尔 预计 到 他 的 观点 会 遭 到 世俗 的 反对 ， 
1883 年 时 就 预言 ，“ 我 很 了 解 ， 我 这 样 做 ， 会 使 
自己 处 于 广泛 流传 的 关于 数学 无 穷 的 观点 对 立 
面 ， 也 使 自己 对 立 于 目前 流行 的 关于 数 的 性 质 的 
意见 ，” 但 他 坚信 ， 他 的 工作 经 过 一 定 的 时间 ， 
将 被 公认 为 是 “简单 的 、 人 台 适 的 并 且 是 自然 
的 。” 

康 托 尔 关于 实 无 穷 的 观点 ， 概 括 起 来 有 如 下 
儿 个 方面 。 

第 一 ， 肖 定 实 无穷 是 数学 理论 发 展 的 逢 要 。 
如 前 记述 ， 代 数学 和 分 析 学 都 是 建立 在 实数 的 基 
础 士 ， 而 实数 特别 是 无 理 数 理论 的 建立 都 离 不 开 
实 无 穷 ， 基 本 序列 或 戴 德 金 划分 都 假定 实 无 穷 
承认 作为 变 基 的 潜 无 穷 ， 也 必然 要 承认 实 无 穷 ， 
因为 变量 如 果 能 取 无 穷 多 个 值 ， 就 要 有 一 个 变量 
能 从 其 中 取 值 的 “ 论 域 ”， 这 个 论 域 必然 是 一 个 
SS, WELDER RE, NE EG, 
这 才能 有 固定 的 基础 

康 托 尔 认 为 ， 数 学 证 明 中 应 用 实 无 穷 庙 来 已 
久 ， 是 不 可 避免 的 ， 哥 西 、 维 和 尔 斯 特 拉 斯 、 波 尔 
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查 浇 等 名 家 在 证 明 中 部 用 到 无 穷 集 合 。 例 如 ， 把 
一 个 无 穷 点 集合 分 成 有 限 个 子 集 合 ， 共 中 必 有 一 
个 还 是 光 穷 点 集合 。 

第 二 ， 无 穷 有 其 固有 的 本 质 ， 不 能 把 有 穷 所 
县 有 的 - - 切 性 质 都 强加 于 元 穷 。 康 托 尔 在 《 论 对 
LAH SRY Ob, A ARN E 
KER ~ ABR LATE. WAF “不 
TEERAA” HALAL, HEA 
EP OGREN -A h I R E A 
H-UR. RAE EFEE Beh HERS 
LA, TERME PIREN I AE E 
BERERA ES e at 
Ly EMIRATE A DiN EP OE 
完全 依赖 于 事物 的 本 性 EL ER RN 
的 主观 任意 性 或 篇 见 。” 古 中 怀 第 二 章 中 将 介 
绍 实 无 穷 的 特殊 性 质 。 

第 三 ， 有 穷 的 认识 能 力 可 以 认识 无 穷 。 反 对 
实 无 穷 的 人 还 有 -个 理由 是 ， 人 伺 的 认识 能 力 是 
有 限 的 ， 形 成 数量 只 艰 于 有 穷 。 REUN, AB 
认识 能 力 显然 有 限 ， 却 可 以 认识 无 穷 ， BAME 
穷 一 样 ， 是 可 以 “通过 确定 的 、 明 确 的 和 筷 此 不 
间 的 数量 ”来 表达 和 理解 ,在 一 定 的 意义 下 ， 也 
可 以 说 人 们 有 “无 限 的 才能 ”， 一 步 一 步 地 去 形 
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成 更 大 的 数 类 或 集合 ， 


6. 无穷 集 合 


康 托 尔 系统 地 研究 无 穷 集合 ， 把 无 穷 集合 作 
为 研究 对 象 ， 总 从 证 明 “ 函 数 展 开 为 半角 级 数 的 
WE PE” FRR. OVI IBC CBR 
志 》1870 一 1872 年 ，1870 年 的 论文 证 明 ， 如 果 对 
于 一 切实 数 x ， 存 在 着 一 个 三 角 级 数 收 统 于 0 ， 
即 


ot x (a,cosnx +5, sinnx) = 0 


册 系 数 o 各 b; 者 等 于 0 。1871 年 的 论文 推广 了 .上 
BAR MAW RAE AAT x 处 不 收 
Bo CTR ML. WELEER I ee 
的 x Bey BMS. 18724 UE Ey) BSA 
SLIM HIE © TL EA ML 
帘 集 合 的 性 质 ， 存 该 文中 对 无 穷 集合 进行 了 分 
烽 ，3 引 入 了 点 集合 的 极 根 点 以 及 导 集 合 针 重要 概 
念 。 但 是 ， 他 关于 无 穷 集合 论 的 第 一 篇 革命 性 的 
论文 发 表 于 1874 年 ,从 1874 年 开始 直到 1897 年 ,说 
托 尔 在 集合 论 与 超 穷 数 方面 的 论文 ， 分 别 发 表 在 
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《数学 杂志 》 与 《数学 年 鉴 》 上 。 他 的 这 一 系列 
论文 中 的 创造 性 光彩 引起 了 人 们 的 和 注意， 使 他 成 
a ZAI BA AR HE AE I BOE e 
JOSE MSIE THEA. BERI 
住 了 无 穷 集 合 的 木质 特性 ， 印 无 穷 集合 能 与 它 的 
真子 集合 构成 一 一 对 应 ， 戴 德 金 把 能 与 本 身 的 真 
子 集合 构成 一 一 对 应 作为 无 穷 集 合 的 定义 。 
SR MEAS HY FEB SE Ge HT DEAT Vd RI 
fa, off ype, Ei 
= 人 
出 台 可 以 得 到 许多 五 穷 集合 ， 如 偶数 集合 
{0， 334，65 
奇数 集合 
{1 ; 3 , 5, Tyce} 
素数 集合 
{2,3,55 7,00} 
RHGLOMAT UR, FARERARA 
另外 ， ETRA ONET ARIE 
合 ， 例 如 整数 集合 Z 
也 = 
有 理 数 集合 8 


= {| m,n Fhe mito,” JE BE 


约 分 数 ) 
实数 集合 RR 
及 = [x1x 为 实数 } 


如 此 等 等 ， 读 者 还 可 以 构造 更 多 的 无 穷 集合 。 
集合 是 由 它 的 元 素 组 成 的 整体 ， 因 此 ， 一 个 
集合 山 它 的 元 素来 确定 。 我 们 列举 的 这 些 集合 都 
是 无 穷 集合 ， 都 第 实 无 穷 总 体 的 例子 . 
这 些 实 无 穷 总 体 丰 否 能 比较 大 小 呢 ? 我 们 在 
下 一 章 米 回答 这 个 问题 。 


7. 历史 注 记 


D BEAR, RENEE, RAMS 
K BARKHA BT RHEL RH 
ECP PTCA, MEHR A 五 十 三 
fi, WRATH SARE, JE, SLR 
WR. BIL BLAS Ld Gi As EB TL dat R, 
在 《光子 》 中 几乎 全 都 涉及 到 了 。 而且 一 些 概念 
的 准确 性 也 不 亚 于 《 厌 本 》，。 可 以 说 是 世界 上 最 
时 的 几何 学 。 

2) RU RGAE, ihe 


a 


国 数学 史上 最 杰出 的 数学 家 之 一 。 是 我 国 古 代数 
FRC MEA. MATE CL H RED M 
《 海 吕 竺 经 》 是 最 宝贵 的 遗产 ,遗憾 的 是 关于 他 
RER BI, ARE aOR SAR, 

3 ) FSS MS ER A 28 E BY 
500 年 左右 。 该 学 派 没有 留 下 书面 著作 ， 他 们 把 
几何 、 算术、 天 文学 和 音乐 称 为 “ 蜀 世 ”在 其 
中 追求 宇宙 的 和 谐 及 规律 性 。 一 般 提 到 毕 达 哥 拉 
斯 的 贡献 时 ， 指 的 是 该 学 派 的 工作 。 从 某 种 意义 
上 讲 ， 现 代 作为 演绎 系统 的 纯粹 数学 ， 起 源 于 该 
FR. 

4) 亚 里 士 多 德 的 党 作 涉及 到 力学 、 物理 
学 、 数 学 、 他 加 等 十 多 种 学 科 领 域 ， 他 的 方法 论 
对 于 数学 的 影响 是 很 大 的 ， 对 次 辑 推 理 过 程 进行 
深入 研究 ， 得 出 三 段 论 法 ， 并 把 它 表达 成 一 个 公 
理 系统 ， 这 是 最 早 的 公理 系统 . 由 于 他 的 研究 使 
逻辑 成 了 一 门 独 立 的 学 科 。 

5) 网 几 里 得 的 代表 著作 是 《 几 柯 并 本 》。 
这 是 一 本 流传 最 广 、 版 本 最 多 、 内 容 直 富 的 教科 
忆 。 而 县 为 所 有 的 后 代 人 所 使用 。 直 到 现在 , 中 
学 几 俩 教材 的 内 容 基本 与 《原本 》 类似。 UL 
得 的 贡献 在 于 他 总 结 了 占 希 腊 人 的 数学 知识 ， 槐 
成 了 一 个 实质 公理 系统 ， 形 成 了 一 个 标准 的 演 经 
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体系 。 这 对 数学 以 及 哲学 、 自 然 科学 的 影 攻 一 直 
延续 到 十 九 世 纪 ， 

6 ) 便利 路 在 许多 科学 领域 里 都 是 一 个 过 出 
的 人 物 ， 他 是 伍 锐 的 天 文 观 察 者 ， 常 被 称 为 近代 
AMZ, WRT Re GETH KHA 
体系 的 对 话 》 和 和 《关于 两 门 新 科学 的 对 话 》。 他 
相信 自然 异 是 用 数学 设计 的 。 自 然 界 是 简单 面 有 
秩序 的 ， 它 技 照 完美 不 变 的 数学 规律 活动 着 。 因 
此 ， 数 学 知识 不 但 是 绝对 真理 ,而 且 REA R 
梓 ， 每 名 每 行者 是 神圣 不 可 侵犯 的 。 

D iMG A AA. HA HE Ea 
AED TRE, MOE SE 
及 位 势 理论 方面 都 有 重要 贡献 。 另 外 在 没有 发 表 
的 论文 中 研究 了 烽 加 函数 和 非 区 几何 。 

8 ) MRAR LEP HE RRA Z=. 
AA TEE, HARUNA 
立 集 合理 论 采 取 了 积极 步骤 的 第 一 人。 

9》 维 尔 斯 特 拉 斯 ， 德 国 数学 家 ， 洋 数理 论 
的 建立 人 之 一 。 他 以 极端 仔细 、 严 讶 的 推理 车 
称 ， 主 要 责 献 是 消除 了 微 积分 基本 概念 中 存在 的 
一 些 混乱 ， 以 及 建立 在 每 级 数 之 上 的 复 变 了 数论 
ELT 

10 ARREA AR, BEG 
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尔 的 老师 ， 但 他 处 处 跟 康 托 尔 为 蕉 、 他 的 主要 贡 
献 在 椭 贺 函数 、 理 想 数论 及 二 次 齐 式 的 算术 等 广 
而 。 

11》 戴 德 企 是 德国 数学 家 ， 建 立 了 实数 的 严 
讶 理论。 另外 在 代数 数论 及 抽象 代数 方面 作出 了 
贡献 。 

12) 重演 逊 是 美国 数理 逻辑 学 家 ， 他 利用 模 
型 论 的 思想 构造 出 实数 域 RR 的 一 个 扩张 +R 。*RR 
中 除了 《标准 ) 实数 外 ， 还 含有 非 标准 实数 ， 从 
而 于 1960 年 建立 了 非 标准 分 析 。 


= 无 穷 集合 的 分 类 
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1. 一 一 对 应 


一 一 对 应 是 将 集 仓 进 行 分 类 的 标准 ， 利 用 一 
一 对 应 的 概念 区 分 各 类 无 穷 集 合 ， 是 认识 无 穷 集 
合 的 关键 ， 其 认识 史上 的 一 个 飞 婚 。 

为 了 搞 涛 楚 一 一 对 应 概念 ， 也 为 了 以 后 各 章 
的 需要 ， 我 们 先 介绍 一 些 必要 的 知识 。 

1) HEAR 

对 于 任意 两 个 集合 S, 和 S*， 我 们 汇集 所 有 有 
序 对 集合 Oy (其 中 xES VESD 成 为 一 
个 整体 ， 记 做 

Sx Sat = d ey XES, 有 ES 

WS, X51 也 是 一 个 集合 ， 并 称 它 为 $, 与 S: 的 笛 卡 
尔 积 或 卡 氏 积 。 ye 
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所 谓 有 序 对 集合 yV ， 其 元 素 之 问 是 有 
BUFR, APTE LEAT ERRER -A xE 
为 第 一 分 量 ，? 称 为 第 二 分 一 。 

*§S,=Sa=Si, WS SHS, 

BULK, y = yD 而 对 于 无 序 
HRA UE, tx. a) = (yx), 

2) 关系 

集合 S, x 5; 的 子 集合 及 称 为 SH 8z 的 关系 。 
5S 的 于 集合 RR， 称 为 S 上 的 关系 《二 元 关系 ) 。 
因此 ， 当 写 出 

RGS,x $a 
Rt, WRAR ES 到 5: 的 关系 。 

在 月 常生 活 中 ， 在 数学 中 ， 关 系 的 例子 是 很 
多 的 ， 如 数学 中 的 小 于 “< ”是 一 个 关系 .对 于 
RAS = {1,2,3，4} 来 说 ， 小 于 关系 就 是 

{2 , 1,3), 4,4, @, 
Do, <2,4> , <3,4> } 
对 于 S, 到 8: 的 任 一 关系 RR。 记 
dom (R) := {x | 存在 》 使 得 x, E 
R} 
称 dom(R) 为 R 的 定义 域 ， 记 
ran(R) := {yl FFE x 使 得 xy? ER} 
并 称 ran(R) 为 及 的 什 域 。 


$5 


关系 民 的 定义 域 和 值 域 都 是 集合， 并且 有 
don(R)SS), ran (R) ZS, 
4xXESAlyCS2 之 闻 有 关系 六 时 ， 记 做 《x， 
o> ER， 或 xRy， 或 R(x,y)。 
例如 HES = (2, 3, 455, 6,7, 8, 9), 用 
符号 “| ”表示 整除 关系 ， 则 
t={ 2,4 ， <2,6>, <2, 8 ， 
3,6) ,63,97 ， AD > 
并 有 dom( = {2,3,4), ran(|) = {4,6,8,9}, 
3) 函数 
我 们 说 只 是 51 到 5 的 一 个 关系 时 应 该 注意 : 
第 一 ， 并 不 吓 对 于 每 个 XE51 都 有 YES, 使 得 
xRy, HAH xEdom(R) 时 ， 才 有 xRy 第 二 ， 
当 xE dom(R) 时， 也 不 必 保证 只 有 一 个 ?了 ES， 
使 得 xRy。 现 在 引入 一 种 特殊 的 关系 ， 即 函 教 概 
Be 
如 果 对 于 Si 中 每 一 个 x ， 都 有 5: 中 唯一 的 一 
个 7》， 使 得 xRy， 我 们 就 称 R 是 SAS. BR, 
或 映射 ， 当 民 为 函数 时 ，-… 般 用 小 写字 母 了 表示 
Z, 并 用 y=f(x) 来 代替 xJy，- 一 般 采 用 记号 
J:i SiS: 
或 xiy- f(x) 
RBM, Hdom( f)=S:, ran {ISS 
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称 ? 是 x 在 了 下 的 象 ，x 称 为 y 在 了 下 的 原 象 。 

在 际 数 的 定义 中 只要 求 : 对 于 51 趾 任 一 x， 
在 S: 中 都 有 唯一 的 一 个 ?与 之 对 应 ， 即 S: 中 任 一 
元 素 在 了 下 的 象 是 唯一 的 。 而 Sa 中 的 任 一 元 素 
y》， 只 有 YEran(1) 时 FARR, MERRE 
不 一 定 是 -- 个 ， 它 可 以 是 多 个 甚至 无 穷 多 个 。 

如 果 对 于 任 一 ?Eran(f)， 其 原 象 只 有 一 
Ay, WP, x€ Ss Bes xh, Af (on) fn), 
则 称 了 为 一 单 射 《或 一 对 一 映射 ) 函数 。 

如 果 对 于 任 一 yES2， FES FRA. I 
tanl f) =S MKS 为 满 射 函 数 。 

既是 单 射 又 是 满 射 的 函数 ， 称 为 一 一 对 应 
(RR FR, 

KMRL EE RAR RS —, KB 
出 的 概念 是 严 遵 的 ， 也 是 合乎 现代 标准 的 。 


对 于 两 个 有 穷 集合 51 与 5; 来 说 ， 如 果 在 S t 
S: 之 间 能 建立 一 一 对 应 ， 那 末 这 两 个 集合 所 含 元 
过 的 数目 是 相等 的 ， 如 果 S5 与 9 KR PA 
能 建立 一 一 对 应 ， 则 Si 中 元 素 的 数 日 一 定 小 于 全 
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中 元 素 的 数 日 。 将 这 种 思想 应 用 于 无 穷 集合 ， 就 
得 到 集合 的 等 势 梳 念 ， 

设 $, 和 52 是 两 个 任意 的 集合 ， 如 果 在 S H S 
之 间 存 在 阁 一 一 对 应 ， 我 们 就 说 集合 8.5 5: 是 等 
势 的 〈 或 者 对 等 的 、 等 价 的 》 ， 也 可 DBE ATL 
有 相同 的 势 ， 记 做 访 ! = S2 

如 果 Si S: 的 一 个 真子 集合 能 多 成 -- 一 对 
应 ,但 5 与 $, 的 任 一 真子 集合 都 不 能 构成 一 -对 
应 ， 那 未 我 们 就 说 S: 的 势 小 于 S: 的 势 ， 记 做 :< 
Sn 

当 存 在 着 Si 到 Sa 的 单身 时 ， 我 们 只 能 说 Si 的 


势 不 天 于 Suh, WHS. < 32 

对 于 有 穷 集合 来 说 ， 势 就 是 它 所 包含 的 元 素 
BRE, AMSA 5 的 真子 集合 时 ， HUE He 
ATA X-EN, BRASS BR 
对 于 无 穷 集合 来 说 ， 这 ~- 原 则 失灵 了 了。 要 起 比较 
两 个 无 穷 集合 所 含 元 素 的 “多 少 ”， 就 必须 利用 
势 的 概念 。 ‘ 

集合 之 阅 的 等 势 关系 ， 它 满足 通常 数学 上 的 
等 价 关系 的 条 件 ， 即 这 -- 美 系 具有 下 列 三 个 性 
质 ， 


D Ët: S= Ss 
2》 对 称 尾 、 如 果 S1- SaM Sis 
3) 传递 性 ; MES = S: 县 Ss=5s， 则 


等 势 关系 是 等 价 关系 ， 利 用 等 势 关系 可 
以 将 集合 分 成 等 价 类 ， 几 是 势 相等 的 集合 归于 一 
类 ,不 等 势 的 集合 归于 不 间 的 类 。 
我 们 在 第 一 章 已 经 看 到 ， 铠 利 略 已 经 发 现 无 
穷 集合 与 它 的 真子 集合 之 间 存 在 着 一 一 对 应 ， 但 
是 他 不 得 要 领 ， 困 惑 不 解 。 可 西 因为 正 整数 和 其 
平方 数 之 间 有 一 一 对 应 ， 所 以 否认 实 无 穷 ( 即 无 
穷 集合 ) 的 存在 性 。 波 尔 查 庶 坚 决 维护 实 无 穷 的 
存在 性 ， 认 为 “和 真 部 分 一 一 对 应 ”不 是 溯 盾 ， 
并 且 他 实际 上 已 经 建立 了 集合 的 等 价 概 念 。 但 是 
他 没有 把 一 一 对 应 作为 无 穷 集合 的 分 类 标准 。 用 
一 一 对 应 将 集合 进行 分 类 ， 从 而 得 到 重大 成 果 的 
第 一 个 人 是 康 托 尔 。 思 想 认 识 上 这 个 飞跃 ， 是 基 
于 康 托 尔 的 唯物 主义 精神 。 因 为 如 果 把 “和 真 部 
分 一 一 对 应 ” 堵 做 矛盾 ， 就 必然 反对 无 穷 侍 合 的 
存在 性 。 供 是 数学 实践 离 不 开 无 穷 集 合 ， 无 穷 集 
合 义 确实 有 这 种 特性 ， 因 此 ， 人 们 必须 承认 无 穷 
和 有 窃 具 有 本 质 的 差别 ， 我 们 不 能 把 有 穷 的 一 切 


38 
性 质 强加 于 光 穷 。 对 有 穷 集 合 来 说 ，“ 和 真 部 分 
… 对 应 ”是 不 可 能 的 ， 是 地 盾 ， 对 无 穷 集 合 : 
Th, AAS RAP IA. TAL 一 对应 作为 分 类 的 
标准 ， 这 证 是 康 托 尔 的 创新 精 神 。 


3. 可 数 集合 


各 类 数组 成 的 集合 是 最 重要 的 一 些 集合 。 人 
TRB: A, RRR, APY 
充 到 整数 、 有 理 数 、 实 数 及 复数 。 这样 一 来 ， 就 
有 了 自然 数 集合 ， 整 数 集合 ,有 理 数 集合 ,实数 集 
合 及 复数 集合 ， 这 些 都 是 无 穷 集 合 。 

最 简单 的 是 壬 然 数 集 合 ot 

@=(0, 1, 2, e, n, seer} 
通过 对 应 nt->2n， 在 @ 与 偶数 集合 ow R 
子 集 合 ) 之 间 建 立 一 一 对 应 。 读 者 不 难 发 现 ， 奇 
数 集合 、 素 数 集合 、 自 然 数 的 平方 数 集合 都 能 与 
巴 构 成 一 一 对 应 ， 即 它们 都 与 等 势 。 而 且 可 以 
证 明 。 

OWEN FR ARH OGM, 

另外 ， 从 表面 上 看 比 % 的 元 素 多 得 多 的 整数 
集合 Z， 也 与 @ 是 等 势 的 。 这 具 要 通过 如 下 的 对 


0, 1, 2,3, 45% 
REHUT. EET FE UL, AR 
合 等 势 的 无 穷 集 合 是 相当 多 的 。 

与 自然 数 集合 等 势 的 集合 叫做 可 数 集 合 (或 
MARD. 可 数 集 合 的 势 记 做 总 。( 读 做 阿 列 夫 
ge, ` 

KREN PRA HARRA, ERR 
合 等 都 是 可 数 集合 ,其 势 都 为 党 ,。 当 我 们 把 势 理 
解 为 无 穷 集 合 元 素数 日 的 “多 少 ” 时 ， 得 到 与 人 
们 直观 相 违 背 的 结论 。 因 为 上 述 四 个 集合 ， 从 家 
观 .[ 看 来 ， 一 个 比 -全 大 ， 并 且 一 个 比 一 个 要 多 
LAPS PIR. RTCA, ME 
So REBAARAW +R. BAT IGF 
去 ， 我 们 会 得 到 更 为 令 人 惊讶 的 结论 。 

1) HARRA OHB So 

ATER- Mie, RAER 
f :8 一 >8。 如 图 21 所 示 在 一 个 半 平 面 上 ， 
最 上 面 一 排 称 为 第 1 行 ， 标 以 数 1 ， 从 上 而 下 ， 
分 别称 为 第 2 行 ， 第 3 行 , ……， 顺 次 标 以 数 
2，3，…… 。 每 行 正中 间 为 0 列 ， 标 以 数 0 。 


MPRI AE, MURALI, 27), ree 
OFM TA, MUKA - Ua, - 28, vet 


niin PARI LBS OR, 


下 半 平 面 的 格子 点 上 上， 就 把 所 有 的 有 理 数 都 枚 举 


出 来 了 。 当 然 ， 有 些 格子 点 上 是 同一 有 理 数 ， 如 
1, in eae. RIALA, 
HED STO NE. RRE 一 次 
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sl) Hea WE TER AO 2. 


人 ERE NCH, HEN 3 如 


Fe 
HO=0, Dn Ta = 于， 


1 


£03) = 一 p JD s= 1, (5) = -2, 


=-2 = 1, 78)=1 
1(0) = 31D- -3 Baas 


这 就 证 明了 有 有理数 集合 是 可 数 的 ， 即 G = Ho 
2 ) 所 有 代数 数组 成 的 集合 入 是 可 数 的 。 
所 谓 代数 数 是 指 某 一 个 代数 方程 


ax" + ax" +o +a, =0 (2-1) 
BAR, Hias asy o, RER, H awo, 
不 是 代数 数 的 数 称 为 超越 数 。 


任何 一 个 有 理 数 世 者 是 代数 数 。 因 为 它 是 代 


数 方程 mx 一 n= 0, KIOSA, 但是， 代数 
数 不 一 定 是 有 理 数 。 例 如 无 理 数 2 是 代数 方程 
一 2=0 的 根 ， 复 数 +i 是 代数 育 程 x?+1= 0 前 
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H, BPEL TET AR AE, BS, RRA 
括 了 所 有 有 有理数， 一 部 分 无 理 数 和 复数 ,为 了 简 
HW, RAMEY RRA RA A. 

现在 证 明令 是 可 数 集合 。 对 于 任 一 代数 方程 
D ， 璃 定 -TiIER hs 

下 = (H- 1) + las] + fal +o + fas] 
(2-2) 
Sha, [FAK MAA, 称 h 为 方程 (211) 
的 高 。 

给 定 -个 代数 方程 OD ， 高 总 是 一 个 M 
定 的 正 整 数 ， 反 之 ， 给 定 一 个 正 整 数 瑚 ， 高 为 上 
的 代数 方程 不 是 唯一 的 ,例如 ,x 一 3=0，x3+1= 
0, 8-150, xttxt+1=0, Xx+1=0 这 些 
代数 方程 的 高 都 是 和 二。 但 是 可 以 证 明 ， 对 于 一 个 
而 定 的 正 整数 疡 ， 以 天 为 高 的 代数 方程 《2.1) 
只 有 育 穷 个 因此， 我 们 可 以 把 所 有 的 代数 方程 
BEHR. EEk- 1 的 方程 收 举 出 来 ， 再 把 = 
2 的 方程 枚 举 出 来 ， 如 此 继续 于 去 ， 就 能 把 所 有 
的 代数 方程 枚 举 出 来 当然， 高 于 相同 的 方程 训 
DARE UE ERT 

由 代数 学 知道 ， 形 如 (2.1) 的 方程 的 根 的 
个 数 不 超 过 它 的 次 数 厂 .于 是 ,高 为 k 的 所 有 代数 
方程 的 报 的 个 数 总 是 有 穷 多 个 。 现 在， 我 们 就 可 
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以 枚 举 所 有 的 代数 数 了 ， 

HAA LURE UAT: x = 
0) KWR CANO) 枚 举 出 来 ， 再 把 #2 的 方程 
的 根 按 大 小 顺 主 枚 举 出 来 ， 如 此 继续 下 去 。 就 把 
所 有 的 代数 数 八 学 出 来 了 。 

应 当 注 意 , .在 这 一 枝 誉 过程 中 ， 同 一 个 代数 
数 可 能 出 现 其 于 次 。 例 如 2 TINANA 

x~2=0, x?-d=0, x*~-16=0 

WR, SITABINE KIBET 3, 6 和 20， 
在 这 种 情况 下 ，2 在 h= 3 时 已 裤 举 过 了 ， 那 末 在 
hh=6，20 时 就 不 再 枚 举 了 了 。 这样- 来, 我 们 就 
得 到 由 不 同 的 和 代数 数 所 组 成 的 序列 ， 从 而 集合 A 
与 让 然 数 集合 档 成 -- 一 对应， 即 4 是 可 数 的 。 

3) 在 证 明 有 理 数 集合 @ 及 代数 数 集 合 是 可 
数 的 过 程 中 ， 孝 运用 了 一 定 的 技巧 ， 想 法 将 其 元 
索 无 重复 地 榴 举 成 一 个 无 穷 序 列 。 这 种 信 举 破坏 


TZ DOE. PM, - PTH 


别 是 方程 8x+ 1=0 Aixt-75 0 的 根 ， 此 二 方程 
HAGA = 9， 闪 此 在 枚 举 的 序列 中 就 互相 接近 ， 


1001 _ 1 Py, ee 要 
一 8005 与 一 着 虽然 相差 很 小 ,但 它 作为 方程 8000x 


+1001 =0《 其 高 h = 9001) AUR, RAE E 


45 
“很 远 ”” 的 地 方才 出 现 。 


采用 焦 举 出 所 有 元 素 的 办 法 对于- 般 的 可 
数 集合 〈 不 一 定 是 数 的 集合 ) ， 可 以 得 到 许多 重 


ERI ”可 数 集合 的 任何 一 个 无 穷 子 集会 是 
可 数 集合 。 


性 不 2 ”一 个 可 数 集合 与 一 个 有 穷 集 合 的 并 
集 必 可 数 的 ;一 ' 个 可 数 集合 删 去 有 穷 个 元 素 后 人 
得 到 可 数 集合 。 

性 质 3 ”任何 一 个 无 穷 集 合 都 包含 有 可 数 子 
集合 ,这 一 竹 质 告诉 我 们 ， 可 数 集合 的 势 蜗 , 是 最 
小 的 无 穷 势 。 

TERA ”有 穷 个 可 数 集合 的 并 集 合 是 可 数 
的 。 

性 质 5 ”可 数 个 可 数 集合 的 并 集合 ， 仍 然 是 
可 数 的 。 妇 总 ,个 可 数 集合 的 并 集 的 势 仍然 等 二 
Boo 

可 以 采用 下 述 方式 来 证 明 性 质 5 。 为 了 简单 
BA, ABER RAMA (IPP 
WARK AE SRO) , AB 

Siz lair, Giz, Giz, s Qe, oo} 
S2={@n, a2, Gn, =, Gang eb 


Sa= {dary Qz, üss, y Giap 0) 


ab 


其 并 集合 记 为 S= USUS U. HSH HK 
按 图 2.2 中 的 第 头 方向 重新 排列 ， 


Ql M12 is O 


Wii ft 


Qa n ün au *'* 


7 7 


Azi Az: 033 Ay 


/ 


Gay Gaz n Oa 
B 2.2 
在 上 述 排列 中 ， 从 左上 角 开 始 ， 每 -条 射线 上 的 
各 个 元 求 的 两 个 足 码 之 和 都 相同 ， 且 依次 为 2 ， 
3 ，4 ，5 ，…， 镍 线 上 泡 素 的 个 数 依 次 为 1 ， 
2 ，3 ,4，…。 这样 一 来 ， 依 图 2.2， 将 8 的 元 
素 排列 为 : 


GyJ Gory Gia) Osiy Gray Ga e 


由 此 就 建立 起 S 与 自然 数 集 之 同一 一 对 应 ,所 以 
S 是 可 数 的 。 


好 


4， 实 数 集合 是 不 可 数 的 


君 六 可 数 集 的 奇特 性 质 以 后 ， 自 然 会 产 持 一 
个 疑问 ， 是 不 是 所 有 的 无 穷 集合 都 是 向 数 的 呢 ? 
实数 集合 是 可 数 的 到? 康 托 尔 187 3 年 给 戴 德 金 的 
一 封 信 中 就 提出 过 这 样 .个 问题 。 几 个 星期 以 后 
他 自已 就 回答 了 这 个 风骨 ， 认 为 实数 集合 不 能 和 
白 然 数 集合 构成 … -对 应 。 他 给 出 了 两 个 证 明 ， 
我 们 只 介绍 第 二 个 证 明 。 

1) 区 间 (0, 13 中 的 点 是 不 可 数 的 ， 即 
实数 集合 {x10<xs1》 是 不 可 数 的 。 

首先 指出 ， 在 十 进 制 下 ，0 与 1 ZAR 
实数 都 可 以 写成 Opp … 这 样 形式 的 无 穷 小 


教 ， 并 且 约 定 将 有 理 数 写成 无 穷 小 数 ， 如 于 = 


0.4999+--, 
假设 实数 集合 CO, 1) 是 十 数 的 ， 将 其 元 
素 全 部 枚 举 出 米 ， 得 到 序列 
oy Giy Gay eg Gay verre (2-3) 
于 是 我 们 在 自然 数 集合 与 实数 集合 O, 1. 之 
HIRT —— tE 
Otas = O a Por Popea poe me 


4B 


Desay = Qe Pu papap 
2erG2 = 0. papapapa" 
Beas 二 0.p3iD32pa3pae 
desas = Qe pu Papas punt 


kon = 06D PiP Pnie 


现在 构造 一 个 数 品 =0.bebliba dere, 

其 中 
5, Mp: *5ff, 

male Wp =5 时 。 
Wb LO 与 1 之 间 的 一 个 实数 ， 其 数字 都 是 4 或 
B. bE- TER DEO FLEM k igro 
Dit， 记 以 b 与 (2.3) 中 任何 一 个 数 都 不 相同 。 
这 说 明 序列 《2.3》 并 没有 把 (0,1) 中 的 数 枚 举 
完 ， 即 假设 集合 《0 ，1 1 是 可 数 的 是 错误 的 ， 
PRU CO, 1) 是 不 可 数 的 。 

注 记 1 上 述 证 明 过 程 是 ， 首 先 假定 集合 (0， 1) 
是 可 数 的 ， 因 而 就 必然 存在 一 一 对 应 了 :中 一 (01] ， 
Wisa A ran( 力 =(0 1). 我们 把 ran (Mal 
BAR (D, MPR (23) 中 列举 出 了 集合 (0,1] 
PHAM. CUE, RTL TA HD, dE 
《0,17 LD REAR (23) P. EE-TS, i 
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HRA 〈0，1 WAAR ARH ERT RAPE 
OR, — URE CHR A, EEH Leah 程 
RENE, AARE, WRA 的 数 b 了 放 到 (2,3) p, 
不 就 成 为 可 数 的 了 吗 ? 我 们 说 这 样 做 大 不 允许 的， 因为 
前 提 已 经 规定 (0，1] 中 的 元 素 都 枚 举 在 〈2*3》 Rh, 
证 明 过 程 不 让 于 找到 个 数 ， 而 在 于 找到 了 与 题 设 的 矛 
M. MER (2-3) 把 O, 1) 中 的 数 枚 举 完了 ， 而 找到 
的 了 不 在 《2.3》 中 从 而 说 明 题 设 椒 成 立 ， 这 是 使 用 反 证 
法 与 归 雇 法 证 荔 数 学 定 于 的 莫 本 步 怠 。 初 学 者 对 此 要 有 
正确 的 理解 ， 

注 记 2 上述 证 明 中 ， 我 们 在 构造 Rbr, WFA 
和 5 并 不 起 什么 特殊 的 作用。 我 们 只 利用 了 5 的 这 样 一 
种 性 质 ， 此 的 第 下 位 数字 bi 与 《2.3) 式 中 第 KK 个 数 
的 天 位 数字 PEx 不 同 。 因 此 ， 与 pie 不 同 的 其 余 九 个 数字 
都 可 以 作为 bt 、 在 证 明 中 起 决定 作用 的 是 “对 角 线 ”于 
TORCH Par. LE SHENAE RGR RHE BY 
合 论 中 经 党 使 用 对 角 组 法 证 明 一 些 定 迎 ， 读 者 对 此 法 ae 
HUME WHA, 

注 记 3 REA WAT, BRE 明 两 
个 集合 不 是 对 等 的 ， 是 一 个 不 可 能 性 定理 。 而 前 面 都 是 
证 明 两 个 集合 对 等 的 定理 ， 吓 能 行 性 定理 。 对 于 能 行 性 
定理 ， 不 论 采用 什么 手段 ， 只 要 能 在 两 个 集合 之 间 建 立 
起 一 一 对 应 就 行 了 。 而 对 于 不 可 能 必定 理 ， 想 直接 ER 
AMSER., KERERE, MERARI 的 元 
KR, Wat- STE, MALAY, 
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注 记 4 ”实数 集 CO, 1) 是 不 可 数 的 ， 而 代数 数 
是 可 数 的 ， 从 而 说 明 超 起 数 是 存在 的 ， 这 是 康 托 尔 对 超 
越 数 存 在 性 的 一 个 非 狗 造 性 的 证 明 . 

集合 (0, 1 1 的 势 记 作品 《 读 为 阿 列 夫 ) 。 
HRS ERB, 

对 于 任意 两 个 实数 o*-b。 通 过 线性 函数 
JO) =a+ 中 - o)x 可 以 在 集合 (0,11 Pa, bI 
间 建 立 一 一 对 应 。 从 而 得 出 a; ~~ 8, 

PTA ERI TET PER, RE 
不 会 发 生变 化 ， 所 以 区 间 (ab) 和 Cab) 的 势 
tues. enue, (F Foses. 


H 


HRT, DEI A (oo， 


+ cc) ZH, MER fx) = tx 建立 起 一 一 
对 应 ,所 以 全 体 实数 组 成 的 混合 的 势 仍 是 总 。 

出 于 人 们 把 实数 系 称 为 《线性 ) 连续 统 ， 这 
就 是 称 况 为 连续 统 势 的 原因 ， 在 很 多 文献 中 也 用 
连续 统 的 第 一 个 英文 字母 表示 连续 统 势 。 

2) BERN BBA TA RMN AABS. 
AY. ARAAARARKW EGS. RE 
想到 ，, FR LOA A RU RA TNS REE 
续 统 不 等 势 ，1874 年 他 就 开始 考虑 这 个 问题 ， 经 
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过 了 二 年 的 探索 与 研究 ， 他 终于 得 到 了 初步 的 结 
论 ， 但 是 和 他 原来 的 预料 情况 相反 ， 他 证 明 出 天 
维 空 间 的 点 集 与 直线 上 的 点 集 是 对 等 的 ， 即 它们 
有 相同 的 势 ，1877 年 6 月 他 写 信 给 茂德 金 ， 请 审 
查 他 的 证 明 。 信 中 还 说 ，“ 我 看 到 了 它 ， 但 是 简 
直 不 能 相信 它 ”。 对 自己 所 得 结论 持 怀 疑 态度 、 

以 二 维 情况 为 例 ， 我 们 说 明 如 何在 平面 点 集 
与 直线 点 集 之 问 构造 -对 应 ， 为 此 ， 只 需要 说 
明 单 位 正方 形 内 的 点 集 

E={ Cy [0<x<1, 0<y<1} 
和 区 间 (0,1 ABU AC SRM We …-- 对 应 就 行 
T. 

设 <x,y》 MAMIE AM Po, ZE 
OD 中 的 点 。 设 x ，? 者 才 示 成 无 穷 小 数 
《 当 为 有 限 小 数 时 ， 写 成 9 的 无 限 循 环 ) 。 我们 
把 x 和 ?的 小 数 分 成 一 组 一 组 的 ， 每 一 组 都 终 比 
ER PRS MRS I. Pä 

X03 02 4 005 6 
y=0.01 7 06 8 [i 


” 


z=0.3 01 02 7 4 06 005 
8 6 04… 


其 中 各 组 数字 是 ， 先 排 x HAA, Ay R 
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一 组 ， 然 后 排 上 x 的 第 二 组 ，>》 的 第 二 组 ， 依 此 
进行 下 去 。 如 果 ako, RH ws, WX 
或 两 个 有 不 问 的 小 数位 数字 ， 则 所 对 应 的 两 个 
Zz 不同， 其 um? A ay Bf, zi¥z È 
说 明 映 射 《x,y》 >z Jk. 反之 ,对 
FEER EMD, Wz Heese bil a E 
AA, HEDRER AER, PEAY x 
AY. WW oo 是 单位 下 方形 EE 中 的 点 ， 所 以 
上 述 映射 是 满 待 。 因 而 这 个 映射 是 一 -* 对 应。 所 
UE= GD =8, 

TEI 5 PREM E H, EA 
地 讲 ， 当 点 《xls?17 A XoY SEMEN, HIE 
药 点 z: 和 zx: 不 一 定 很 千 近 ， 反 之 也 是 如 旧 。1879 年 ， 旧 
洛斯 钙 明 了 ， 一 维 连 续 统 不 能 和 二 维 连续 统 有 连续 的 一 
一 对 并 。 这 就 是 说 ， 这 种 一 -对 应 不 能 是 一 个 连续 画 
数 。 


5。 更 大 的 无 穷 集 合 


在 上 面 我 们 看 到 ，? 维 空 间 的 点 集 与 直线 上 
的 点 集 相 比较 ， 它 不 是 更 大 的 无 穷 。 是 次 能 从 已 
知 的 无 穷 集 合 出 发 ,根据 正确 的 数学 运算 ， 构 成 
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更 大 的 无 穷 集合 呢 ? 康 托 尔 1891 年 的 论文 《集合 
论 的 一 个 根本 问题 》 作 出 了 肯定 的 回答 。 他 用 对 
角 线 方法 证 明了 一 个 定理 ， 班 在 人 们 称 之 调 康 托 
REE: 


PO RKSHRRG NS 的 所 有 子 集合 组 成 
的 集合 。 

证 明 首先 证 明 S< PGS) 因为 对 于 任 
~ KES, & Cx) = ix}, H mex, BE, (an) oe 
{x}, BP fadeja). AM, 天 3 一 > 了 (9) 
是 一 对 一 的 函数 ， 因 此 有 


SPS) G4) 
其 次 ,我 们 证 明 
Sp) (245) 


假若 等 号 成 立 。 则 存在 着 一 一 对 应 psp) 
由 于 对 于 任 一 XE€5,9 (9 EP(S), 即 g(x) 是 5 的 
TRR, po TS, H EER: RP BAT 
eC? BR, Wk, WEEE, th 
可 能 是 x* 千 9 (x) 。 构 造 一 个 集合 8 它 是 由 
xE pH) 的 那些 元 素 x 组 成 的 ， 即 

Sa = {x| xE SHX p 9) (2+6} 
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BR, SSS, MSE PS), TE, WREE 
一 一 对 应 ， 必 然 存在 一 个 x,E5， 使 得 pix) = 
BERRIE, REN CES RE XES 
二 者 必 有 一 个 且 仅 有 一 个 成 立 。 

假若 xsE Se 成 立 。 根据 (2-8) 式 中 对 $s, 中 元 
KHER, MAE), WSo-o le). Ki 
得 到 ES. 

假 著 x0 ES. Ss = p(xo he E pee) ,这 样 
一 来 ， 很 据 S, 的 定义 2-6) ,应 有 x,E So 

TE, PELETA FS, KIFAFA. w 
矛盾 说 明 在 S PO 之 间 涯 在 一 一 对 应 是 错误 
的 ， 所 以 不 等 式 (295) RE. 

A eD 和 (2.4》 式 立即 得 到 欲 证 明 的 结 
Ba 


S< (2:7) 
REAT SGN BO k A BLE 
BO. HE, CRT HEAR TA 
RA. KARRE AA <P). 即 
SLP), PO) 是 不 可 数 的 无 穷 集合 。 其 
次 ， 更 为 重要 的 是 他 给 出 了 形成 更 大 的 元 穷 集合 


的 方法 一 一 宇 集 合 的 方法 。 给 定 一 个 无 穷 集 合 
S, CHERA PO 是 更 大 的 无 穷 集合 ， 给 定 
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了 一 个 无 穷 势 ， 我 们 可 以 得 到 更 大 的 无 穷 势 。 由 
此 可 以 知道 ， 没 有 最 大 的 集合 ， 也 没有 最 大 的 
H. 
因为 对 于 有 穷 集 台 S， 如 果 它 的 势 ( 即 元 
崇 的 个 数 ) Wn, ARIEL PO 的 势 
BY CHAR, n<2") 。 伪 此， 当 $ 为 无 穷 集合 
时 ， 我 们 把 PO 药 势 也 记 做 25。 
从 自然 数 集 合 吕 出 发 ， 利 用 宕 集合 的 办 法 ， 
形成 了 一 个 比 一 个 大 的 无 穷 集 合 
o, PCM), P(P(@)), 1 
相应 地 得 到 了 一 个 比 一 个 更 大 的 无 穷 势 
Gos Bho, Ate ore, 


6. 历史 注 记 


康 托 尔 ， 德 国 著名 数学 家 ， 集 合 论 的 创始 
人 ， 现 代数 学 的 竟 基 者 。1845 年 3 月 3 HEFIR 
BREE MEHRI TRED -个 商人 家 
庭 。1863 年 进入 柏林 大 学 ，1867 年 写 出 博士 论 
文 。1869 年 任教 于 哈 勒 大 学 ， 不 久 提升 为 出 教 
授 ， 并 在 1879 年 升 为 教授 ， 直 至 1918 年 1 月 6 日 
他 在 蛤 甚大 学 附近 的 精神 病 医 院 去 世 、 


三 序数 与 基数 


在 前 一 章 中 ， 我 们 已 经 看 到 不 仅 存在 着 无 穷 
集合 , 而 且 还 存在 着 一 个 比 一 个 的 劳 更 大 的 无 穷 
集合 。 有 穷 集 合 的 势 就 是 其 所 含 元 崇 的 个 数 ， 我 
们 可 以 用 自然 数 来 表示 有 穷 集 合 的 势 。 为 了 表示 
无 穷 集 合 的 势 ， 就 必须 引进 一 些 新 的 数 ， 否 则 ， 
集合 论 就 无 法 取得 任何 进展 。 正 如 康 托 尔 在 《 关 
于 无 穷 线性 点 集合 《5) > (18834) 一 文 指出 
的 ， 对 于 集合 论 的 研究 已 经 达到 这 样 的 地 步 ， 它 
的 继续 发 展 依赖 于 把 自然 数 扩 充 到 现在 的 范围 之 
外 ， 没 有 这 样 一 种 扩充 ， 简直 不 能 自如 地 彰 着 集 
合 论 前 进 的 方向 迈进 那 怕 是 一 小 步 。 虽 然 这 种 扩 
张 显 得 是 大 胆 的 ,但 到 了 适当 的 时 机 ， 这 种 扩张 
将 被 认为 是 十 分 简单 、 适 宜 而 又 极其 自然 的 一 
E. 

为 了 表示 无 窃 集 合 的 势 ， 康 托 尔 引进 了 一 些 
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新 前 数 ， 这 就 是 现在 人 们 称 之 为 无 穷 基数 的 一 类 
数 。 

另 一 方面 值得 注意 的 是 ， 和 集合 的 势 只 涉及 到 
集合 中 的 元 素 有 “多少 ”的 问题 ,根本 不 考虑 集 
CHER ZY WA? WUE, i, eR 
的 元 素 之 问 本 来 就 有 - -种 自然 的 顺序 。 例 如 ， 二 
十 六 个 英文 字母 组 成 的 集合 的 顺序 基 


Gy bc 


自然 数 集合 按 从 小 到 大 的 顺序 是 
Oy Ly By y Me 


有 理 数 集合 ， 实 数 和 集合 也 有 上 其 自然 屈 序 ， 只 是 由 
于 它们 的 稠密 性 ， 我 们 无法 具体 写 出 来 要 了 。 为 
了 刻 证 元 素 之 邮 具 有 项 序 关系 的 无 穷 集合 ， 康 托 
尔 义 引进 了 一 些 新 数 ， 即 所 谓 的 无 穷 序 数 。 

序数 与 基数 是 集合 论 中 两 个 极其 重要 的 概 
a. FERRO, EROCNARE. 
基数 又 是 一 些 特殊 的 序数 。 因此， 在 本 章 中 ， 我 
们 先导 入 序数 的 定义 ， 给 出 一 大 批 序数 后 再 定义 
基数 ， 有 了 基数 概念 后 ， 又 引出 更 大 的 序数 ， 如 
此 等 等 ， 就 为 我 们 度 明 各 类 无 穷 集 全 准备 了 足够 
丰富 的 数 。 
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LE OR 


康 托 尔 是 为 了 度 姑 良 序 集合 而 引入 序数 概念 
A. FT REG AE Ue, AA 
的 序数 定义 。 

1) 良 序 集合 

所 请 良 序 集 合 S ， 是 指 在 集合 S 上 建立 
了 一 种 FXR “=”, xt yim 
》。 这 种 序 关系 要 满足 下 列 条 件 ， 

Ci) 传递 性 ， 意 思 就 是 若 x*《y 且 yz， 
Mx z; 

Gi) 三 歧 性 ， 即 对 于 任意 两 个 元 案 xES 和 
YES, BH IHIN = yR yL 中 的 一 个 成立 ， 
且 仅 有 一 个 成 立 } 

dD S$ 的 任意 -个 非 空 集合 都 有 (关于 
六 关系 的 ) 最 小 元 素 。 

例如 ， 自 然 数 集合 在 通常 大 小 顺序 下 ， 就 是 
BRERA, TAMERS, LER AAS KD 
WEE, FOR Ci) 和 Gi) ， 条 件 did 不 
满足 ， 我 们 说 它们 是 全 序 集 ， 但 不 是 良 序 集 。 

假若 S; 和 $, 是 两 个 良 序 集合 ， 如 果 客 人 之 间 
能 构成 一 一 对 应 且 保留 顺序 关 R. MSi Su 一 > 
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S, 是 一 -对 应 且 
Was PAL 了 (xD af Oe) 
则 称 Si 与 5; 是 序 同 构 的 。 其 中 <<, 和 《2 分 别 是 
Si fils, 上 的 良 序 关系 。 
为 了 引进 序数 概念 ， 康 托 尔 认为 每 一 个 腿 序 
RRMA TP ORM”. Pin, APRS SAD 


构成 很 多 不 同 的 良 序 集合 ， 
O, i, 2, e, m, eeg 
1, 2, 3, e n, =e, OF 
25 B d,o m, eee 10, ls 
l, 3, 5, ee, 0, 2, dy e 
1, 4, Ty eee, 2, By 8, ee, Oy 
B Gore 


这 些 良 序 集合 彼此 都 不 是 同 构 的 ， 每 一 个 都 有 其 
序 型 。 康 托 尔 把 自序 集合 的 序 型 称 为 序数 。 但 
是 ， 序 型 到底 是 什么 ? 是 没有 说 清楚 的 。 其 至 是 
会 混 的 。 央 览 ， 就 是 我 们 把 问题 说 的 更 明白 一 
些 ， 说 辐 构 的 良 序 集合 具有 相同 的 将 数 ， 应 用 
起 来 也 有 不 便 之 处 ， 启 以， 现代 集合 论 中 一 般 都 
采用 冯 ， 诺 依 最 的 定义 ， 从 他 前 定义 中 ， 可 以 看 
出 无 穷 序数 是 自然 数 的 一 种 合理 的 扩充 ,为 了 说 
WA me, RNEER A RE 


Behe 
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2) 自然 数 

HRW BRR ABI, DE, ATE 
于 理解 ,我 们 现在 要 重新 定义 它们 ， 用 集合 来 表 
示 自 然 数 ， 即 把 每 个 自然 数 都 看 成 集合 ， 这 对 于 
我 们 理解 序数 是 非常 有 益 的 。 

设 $S 是 一 个 集合 ， 我 们 把 集合 SU {S } HA 
5 的 后 继 。 现 在 就 可 以 归纳 地 定义 自然 数 如 下， 

(1) 0:= 由 是 自然 数 ， 

(2) MR ae ARK, 则 nw 的 后 继 nU 
inrikt ARE. 

G) 只 有 出 (1) 和 (2) 定 义 的 数 是 自然 数 。 
RERUN, 我们 有 I=$U {$= { 0}， 
2=1U{1}={0,1}, 3=2U{2}={0,1, 
2) 等 等 。 这 种 定义 方式 合 傅 合 理 。 用 空 集 表 
示 0 ， 空 集 一 无 所 有 ， 数 零 也 表示 一 无 所 有 A 
然 数 1 表示 有 一 件 东 西 ， 而 我 们 规定 它 是 一 个 单 
TMA, KREO - Hh, AR hia 
个 自然 数 0 ，1 ，2 ，…，n 一 1 所 组 成 的 集合 。 

记 8={0,1,2 ,RR，…》; 即 @ 是 以 所 有 
自然 数 为 元 素 折 组 成 的 集合 ，@ 是 一 个 无 穷 集 
GA 

把 自然 数 看 做 集合 ， 我 们 可 以 给 无 穷 集合 重 

新 下 定义 ， 假 若 集合 8 能 与 某 一 自然 数 二 构成 一 
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一 对 应 ， 则 称 S 是 有 穷 集合 ， 否 则 ， 就 是 无 穷 集 


合 


合 。 


把 自然 数 看 做 集合 ， 具 有 下 列 性 质 ; 

(1) RRE, BATE- 自然数 n ， 如 果 
mem Hien, incon AAR mem Fl me 
8， 山 定义 我 们 知道 ; 

m=O, 2 
M= (0,15 2 err FR im lyr, 
n-i} 
显然 和 有 mC n。 
(2) 三 歧 性 ， 即 对 于 任 一 自然 数 x ， 如 果 
me 和 En， 则 下 WSR TRL: 
NME his hi= Rr MEM. 

这 是 因为 在 自然 数 的 定义 过 程 中 ， 每 一 步 恰 
好 定义 一 个 自然 数 ， 恕 烘 比 n, 先 定义 出 来 ， 就 
有 mEns WE m 与 是 同时 定义 出 来 的 ， 就 
有 =r WME n 出 mi 先 定义 出 来 ， 就 有 maE 
ty 

BE, ROTES ELIRA ONF” K 
系 Mm 当 且 仅 当 me mija 

(3) UFH-+ ARKH, ABax0, & 
一 定 是 某 一 个 后 继 。 意 总 是 说 ， 对 于 每 一 个 非 堆 
的 自然 数 ,一 定 有 一 个 ( 且 仅 有 一 个 ) 自然 数 


的 


mm， 使 得 n=mU{m}， 这 时 记 n=m+1, 并 庆 , 0 
不 是 后 继 。 

《4 )》 对 于 任 一 自然 数 4 不 存在 自然 数 的 无 
穷 序 列 ， 

Pi, Ma, Fay oe En 
MM — WER n, aE ni 这 - 性质 称 为 属于 
关系 E M LAEE. 

这 是 办 为 对 于 每 个 白 然 数 n ， 属 于 它 的 自然 
数 总 是 只 有 存 穷 个 。 

能 不 能 把 自然 数 作 些 推广 ， 使 推广 后 的 对 象 
RRA LEHER? RAR Ae. 6 的 元 素 都 
是 自然 数 并 且 它 包含 了 所 有 的 自然 数 。 因 此 ， 当 
men n€ oO 时 必 有 muEG@a， 即 口 其 有 传递 性 
@ 的 元 素 都 是 自然 数 ， 显 然 % 具 有 三 战 性 ， oA 
是 后 继 ， 就 是 说 ， 没 有 任何 一 个 n ， 使 得 @ =nU 
in} 《这 是 @ 和 自然 数 0 的 共性 ) 。 Ria, ath 
BEER G) ， 即 不 存在 自然 数 的 无 穷 序 列 
Mh, May Ms, =, Aen, 由 此 可 见 ， 集 
合 口 具有 自然 数 的 四 个 性 质 。 于 是 。@ TUERM 
是 一 个 数 ， 它 不 是 自然 数 ， 但 具有 自然 数 的 性 
质 、 是 自然 数 的 合理 的 扩展 。 有 了 o 以后， 我们 
又 可 以 采取 求 后 继 的 办 法 ， 构 造 出 更 多 的 新 教 

O+1=OU{@}=1051, 2 yy ate 


$6 


ø+2=(@+1)U{@+1} ={0, 1, 2, 


如 此 等 等 。 RH Me, ot lara, dk HK 
穷 数 或 赵 限 数 。 

3) Pie TARR FEL 

AT BS iow, ROZERA ERKE 
的 几 个 逮 辑 符号 : 

ERRERIK: IER, wD, 
A CRRI, HED ，Y( 析 取 词 ， 读 做 或 ) ， 
一 GRA, EMR We), o RAM 
W, RMB) . 
， HAMA: V (RHH, vx 做 对 于 
任 一 x*》， 3 EBA, ax 读 做 存在 x》。 

序数 的 定义 。 一 个 集合 8 ， 如 果 洲 足下 列 三 
个 条 件 : 

Cid WAV YEYNYIE S——7x€ 9); 

Gi) WxVy@e S Aye S——> xE yV x= 

VEX) 

Gil) SPERRER Ami, X Xa 0 
BR ox, 成 立 。 

则 称 集合 S 是 一 个 序数 。 

RH (Ci) 是 说 5 是 一 个 传递 集合 , 条 性 

ii》 表示 SS 关于 E 关系 有 三 野性 (严格 地 讲 ， 
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GD PRBR Ey, x=y, you 三 式 申 有 一 
个 成 江 即 可 ， 而 没有 要 求 仪 有 个 成 立 ， 和 但 是 ， 
在 对 集合 作 了 一 定 的 限制 之 后 《 这 》 就 与 -: 岐 
性 等 价 ) ,条 件 ( iii ) 表明 S 是 一 个 良 基 

合 ， 即 $ 中 总 有 一 个 关于 E RAN BN 
xo, CEH, XE S 但 xo 中 再 也 没有 5 的 元 素 
T. 

HIRE, EPE INH 

C1) 每 一 个 自然 数 都 是 序数 ， 

(2) 日 然 数 集 合 四 是 一 个 序数 ， 并 且 是 一 
全 最 小 的 无 穷 序 数 。 

巴 的 最 小 性 可 如 下 推出 。 假 若 有 一 个 无 穷 序 
MS iho, Wor 8 不 空 ， 必 有 自然 数 m 不 在 
S 中 。 设 为 不 属于 8 的 最 小 的 自然 数 ， 由 于 8 
是 无 穷 集合 ， 必 有 mi>>8， 使 mE S， 出 PC m 目 im 
ES. eH Ci) CS kena se RX 
就 说 明 小 于 6 的 无 穷 序 数 不 存 在 ， 所 以 @ 是 最 小 

为 了 能 钧 造 出 更 多 的 序数 ,而 又 不 在 证 明 的 
细节 方面 纠缠 ， 我 们 重新 给 出 一 种 序数 定义 。 可 
以 证 明 ， 这 样 的 定义 与 上 述 定义 是 等 价 的 。 

4) FRR Le 

C1) 0 是 序数 } 
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(2) Mio EFR, Mant =a fe 了 是 序 
Be 
(3) MRS 是 序数 的 集合 《 即 5 的 元 素 都 
是 序数 》 ， 则 5S 是 序数 ; 
(4) 任 一 序数 都 大 经 过 (1) 一 《3) 获 
得 的 。 
其 中 US 称 为 集合 S 的 广义 并 ， 它 是 出 S$ 的 
SA To AN I LR A 
今后 总 用 4，B，Y， 或 带 有 是 码 的 ai，Bi， 
ve 等 表示 序数 ， 也 用 On (x) 表示 x 是 序数 ， 对 
于 枉 意 的 序数 < ， 令 
a+ii:=a'=aU{a} 
3 a+ Vo 的 后 继 。 对 于 -个 序数 a ， 如 暴 存 
在 序数 8， 使 得 a= 8+ 1 成 立 ， 我 们 就 称 & 是 后 
炙 序 数 。 对 于 一 个 非 誉 的 序数 ， 如 果 不 是 后 继 序 
Be, WHE ARR 
利用 序数 的 归纳 定义 ， 看 看 能 得 到 多 少 个 序 
数 。 HCL). C2 ) 丙 条， 我 们 得 到 所 有 自然 数 都 
是 序数 ， 于 是 得 到 序数 列 ， 
0, 1, 2, 3, os Ay ve (3:1) 
名 是 自然 数 集 侣 ， 即 是 一 序数 集合 ， 且 由 于 
Uo= 1{0,1,2,"}=0 
BE 〈3) ， 吕 是 序数 ， 它 是 极限 序数 ， 具 已 知 


69 


它 是 最 小 的 无 穷 序 数 ， 在 序数 列 (3*1) 中 增添 
一 个 。。 香 到 序数 列 : 
0, 1, 2, «+, @ +2) 
从 口 开 始 ， 反 复 应 用 定义 电 的 第 ( 2 ?条 ， 可 
以 得 汉 序 数列 
O+1, @+2, at3, =", ON, 
(3+3) 
将 (3-2) Fl GD 中 出 现 的 序数 组 成 一 个 集 
合 ， 记 做 o-2。 由 于 Uo.2=ao:2， 所 以 os2 是 序 
数 ， 且 是 极限 序数 。 从 o*2 开 始 ， 继 续 上 述 构 造 
过 程 ， 我 们 得 到 按 从 小 到 大 排出 的 无 穷 序数 列 ， 
0, 1, 2, en M, ene 
o, otl, O+2, vr, @tN, vne 


02 @2+l, @2+2, 0, O2tn, ver 


ark @k+i, @k+2, 1, ktn, =m 


o”, O41, O42, =, Oa, see 


除了 第 一 行为 有 穷 序 数 即 自然 数 外 ， 其 它 部 
是 无 穷 序 数 ， 并 让 每 行 的 第 一 个 是 极 跟 序数 ， 用 
这 种 方式 记得 到 的 序数 ， 已 经 运 过 地 盟 过 了 人 们 
所 能 想象 的 范围 ， 把 自然 数 扩展 成 个 无 穷 无 尽 
的 序数 王国 。 但 是 ， 可 以 证 明 ， 这 些 无 穷 序数 都 
ETIK, WARS, BR ARERS o 
RAR, MPERA. TPR 
经 如 此 复杂 ， 然 而 我 们 将 要 看 到 ， 在 一 定 意义 下 
它们 仍然 还 是 “很 小 ”的 ， 因 为 还 存在 着 不 可 数 
序数 ， 基 至 有 一 个 比 一 个 更 大 的 无 穷 序 数 ， 但 是 
没有 最 大 的 序数 。 


2# 数 


《3.4) 中 所 列 出 的 无 穷 序 数 都 是 可 数 序 
数 。 我 们 从 这 些 序 数 中 挑选 出 一 个 来 表示 可 数 集 
合 的 势 ， 并 把 它 称 为 基数 ， 挑 选 那 一 个 呢 ? 自然 
会 想到 其 中 最 小 的 一 个 8， 出 此 记 示 我 们 给 堪 芭 
数 的 一 般 定 义 。 
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eX 设 4 是 一 个 序数 。 如 果 对 于 性 一 序数 
8 ， 当 8<a 时 ， BLT, WEUPE C AEM. 

由 基数 的 定义 立 划 推出， 

T-ARA Nn BEER. 

OB, Miko MAEA BM, 12s 
So. WM eo, MHRNAAAS RTH 
合 的 势 。 

除了 @ 外 ， CD 式 中 其 余 的 无 穷 序数 都 
比 @ 大 ， 但 其 势 却 与 台 的 势 相等 〈 因 为 都 是 可 数 
MD, Blk, ALARM 

AURA A Ik, RLS HES = 
o 为 了 得 到 更 大 的 无 穷 基 数 , 我们 GD 
中 所 枚 举 的 序数 全 部 汇集 在 一 起 ， 并 将 它们 组 成 
的 集合 记 做 w;, ， 纯 

a: ={al0,.(a)/\ a <H} 
AHO, Ca) RR a 是 序数 。 

可 以 证 明 : oE, Jt ELE PRK A 
KMPH, OSLL-E BEA TAFE 
之 后 的 第 一 个 不 可 数 序数 。 

从 ar 开始 ， 采 用 前 画 构 造 序数 的 办 法 ， 我 们 
又 能 得 到 无 穷 序数 的 雹 穷 序列 ， 

m Ot Ys Og =e 


Oy, wie G5) 
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FEEL GD 中 枚 举 的 无 穷 序 数 都 是 等 势 的 ， 共 
市 最 小 的 一 个 是 0:，%: 满 足 基 数 的 条 件 ， 我 们 得 
到 第 一 个 无 穷 基数 四 。 当 中 当做 基数 使 用 时 ， 有 有 
TMG, HAS: = ol 

仿照 @1 的 构造 过 程 ， 我 们 可 以 再 构造 一个 集 


= 


a,1= 44/0, (a) A dR} 
Wok B24 TF ER IRIS, = oa 。 
继续 进行 下 去 ， 对 于 任 一 序数 & ， 当 我 们 定 
LTE ZE, > 
aya = {BIO, (B) ABS So} 
URREGARAI e = Ona, 
RRO, T-ARA, MEAR 
ERS 

ya 为 极限 序数 时 ， 我 们 令 

0.15 {0 |B<a} 

可 以 证 明 ，o。 EER, ASe, JE Ge 是 出 
HAN: Bad 大 的 第 - -个 无 穷 基数 ， 

总 之 ， 对 于 任 - -序数 we ， 相 应 地 都 有 一 个 无 
穷 基数 并 *， 我 们 就 得 到 无 穷 基数 组 成 的 无 穷 序 
Pla 


2 


So, Gi, Ga, Wares Basrre 
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ENTERED ELA MSRP AEA, MF e 
<8 时 ， ŽEN, Sa, HEEN GN a A 


HA ES FF RC TRA A RE AE 
基数 ， RAHA MIR. 

BATE li Ee, JUTA BR AT BL 
杂 ， 现 在 又 有 了 不 可 数 基 数 总 。(a 之 1) ,而 且 
势 为 总。 的 无 穷 椒 可 数 的 序数 又 有 无 穷 多 个 。 这 
样 一 来 ,不仅 有 了 不 可 数 序数 ， 而 且 不 可 数 序数 
又 分 成 了 无 穷 多 个 等 级 ， 每 一 等 级 中 都 包括 了 无 
穷 无 尽 的 序数 ， 而 对 每 一 个 序数 & ， 相 应 地 又 有 
-- 个 无 穷 基数 总 。 ， 可 见 基数 序列 (3.6) 是 一 个 相 
HEKK AR” a 

HUE, CARERE, ATAR TE 
基数， 强 不 可 达 基 数 。 “有 旦 进入 不 可 达 基 数 的 领 
域 ， 又 可 以 定义 越 来 越 人 的 基数 ， 超 不 可 达 基 
数 、 马 党 基数 、 超 与 洛 基 数 ， 弱 紧 基 数 、 强 紧 基 
数 与 … 般 的 可 测 基 数 ， 它 信 中 最 小 的 分 别 一 个 比 
AK, HRT- FRR HEREN. RN 
在 〈3'6) 中 指出 的 只 是 这 个 王国 申 一 个 徽 不 足 
道 的 小 家 族 。 

康 托 尔 将 白 然 数 扒 广 到 元 穷 序数 和 无 窃 基 
数 ， 为 我 们 度量 各 类 无 穷 集 合 创造 了 足够 丰富 的 
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超 限 数 。 康 托 尔 这 一 惊人 的 创造 对 教学 理论 发 展 
的 贡献 是 不 可 信 重 的 。 虽 然 市 尔 认 为 康 托 尔 “ 关 
FRMAGRERL ZH” , SR LPR MEL ott 
BRAG SMHRERRZ—, BRERA 
上 最 惊人 的 产物 。 


3. 基数 的 初等 运算 


对 于 基数 也 可 以 建立 加 法 、 乘 法 以 及 乘 室 的 
运算 。 为 了 使 问题 阐述 的 更 清楚 ， 以 便 初学 者 能 
正确 地 理解 这 部 分 内 容 ， 我 们 从 两 个 基数 的 和 与 

定义 1 BAAR, RAPER 
ARHRAS MS, HUSAUS=¢6) 。 并 且 使 和 = 


Sr Ks = 总 ， 则 SUS, WERN k 的 和 ， 记 
Miki + Kae 

Hk IATER, MERKI, LEE 
义 与 两 个 自然 数 的 和 是 一 致 的 。 

定义 2 给 出 两 个 基数 和 k,， 取 两 个 集 合 
SAS, kso k= S, WRES xS kg 
称 为 ki 与 的 积 ， 沁 做 kirke 
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例如 ， 如 果 K& =2, k3, HRS = fa, bh, 
Si={1, 2, 3}, W 
SxS: ={ DD , <a,2> 5 <a)3> , 
<b, 1> 5 Ch, 2 , By 3> } 
ERTXRA 6. WAA 6., HRM, 
得 出 2.3 = 6 这 个 小 学 生 都 知道 的 结论 。 这 就 是 
Bi, Yk, ki 为 有 穷 基数 时 ， 定 义 2 就 是 自然 数 
的 乘法 。 

但 是 ， 一旦 涉及 到 无 穷 基数 时 ， 将 出 现 许多 
新 的 性 质 ， 例 如 ， 我 们 已 将 日 然 数 集合 的 基数 记 
AS ,实数 集合 的 基 效 记 为 强 。 利 用 可 数 集合 和 
实数 集合 的 性 质 (SEPH RNAI 

Sot 1 = Wo 

Sot n= So, nH fE HRNO 
Sat Lox Gos 

Xit Bs 

H+ - ss 

Bor Go= For 

Gas. 

这 是 无 穷 基 数 所 特有 的 一 些 性 质 。 

为 了 将 两 个 基数 的 和 与 积 的 概念 推广 到 一 般 
情况 ,我 们 先 引入 指标 集合 的 概念 。 假 设 了 是 一 
TER, ATHA ic MAE + 
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RCL), MRUGA OOD EI 。 
我 们 称 1 为 指标 集合 。 值 得 广 意 的 是 ， 这 里 指标 
IREEN, HEREJE IWEK, 而 了 
可 以 是 任何 一 个 集合 。 
例如 ， 设 I 是 实数 集合 (ilo<i<a}., MS 
(i = 1， 当 宇 为 整数 时 ， 
Ci) = 2, B i AAPM 
IG) = $o Mi WAU. 
出 在 基数 族 .{f() GED 中 ， 数 1 出 现 四 次 ， 数 
2M Sork, GoM sik, 
定义 3 设 工 是 一 指标 集合 ， 对 于 任意 的 iE 
工 ，Ki 都 是 基数 ， 则 人 gilic 矣 是 一 能 基数 。 任 到 
PEARS LED, WEWERE 
G) Sisk, VIEL 
Gi) S,NS,=$, 对 Vi, JELE ix 
7. ARH GO JEW ORE 不 
相交 的 。 令 


Tk = Us: G7) 
F Pie WAROK (ks IC DIER 


当 1=@ 时 ， yok itik wan 


7 


fi, TORR TAB Al, 我 们 可 取 
Soz, Si=(O}, Sam (1, 2), $3= 1354, 5), 


…。 则 对 任意 1iCoy ASi, HLS. = 0, 
KERN Y eiL 


Duis OF 1t+2434+--= Ge, 


BATHA, 4ncollnsom. ţi 

Atntnters Soy 
特别 是 

1+14+1+…= 全 


EMA WIRE Ri, 对 于 任意 的 i E 
I, ki REAR Mk TCE RER, (ERR 


BPRS END, Wk = S. > 
TLS: = fis an ree 


ar 
RIEL, 都 有 1( 1) ES) 
(3.8) 


WIIS, 为 此 集合 能 的 广义 卡 氏 积 。 令 


Ik. : =T1s, (3+9) 
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PKTL: AERA EDHE 


为 了 说 明 当 I = {1,2} 时 , 害 义 4 的 特殊 情形 
就 是 定义 2 。 我 们 取 S= la, b) S= i, m, 
n RAPP M CS, HR ST 


Us. 兴 计 有 六 个 ， 


fit fi(1)=a, hD =l; 
fi (l=a, f(D =m 
ji h= f2) =n; 
a: fab, a=k 
fst f(D =b, fsQ}= ms 
fo: fe =b, fo(2) =n, 
即 TLS ,共有 六 个 元 素 , 其 基 才 是 6。 GS, = 
2, S=3, HELL, 923-6, Raw 
所 得 绪 打 是 相同 的 。 也 就 是 说 ， 定 义 4 是 定义 2 
的 -种 合理 的 推广 ， 
FREE (ADH HE n = nen, H 于 基数 也 可 
以 引入 等 的 概念 ， 对 于 任意 的 基数 K ， 为 了 得 到 
和 = 天， 内 要 在 定义 2 由 到 S = Sve k 即 可 。 
但 是 ， 为 了 把 指数 也 锥 广 到 无 穷 基 数 ， 我 们 采用 
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另 一 种 定义 方式 . 

定义 5 REMARA PEM, AMS 
RTE ARES =k, 5S,=4 的 集合 。 
令 


Kt: SS +10) 
FERRE Rt A RER. EA 
StS: = | f:S,— Ss} GD 


FEA SHS 的 超 矫 ， 或 由 集合 5, 到 集合 8, 的 超 
BERNE Si = (1, 2}, Siz fa, b,c), W 


S.=2, S=3, 不 难 验证 ， 从 S, BIS MRS — 


Sea, BUSTS, = 8， 由 (3,10) 得 33-8。 
基数 的 运算 具有 很 多 性 质 ， 其 中 有 些 性 质 与 
自然 数 相 应 的 运算 性 质 是 相间 的 ,但 是 应 当 引 起 
注意 的 是 有 关 无 穷 基数 的 一 些 特殊 性 质 ， 我 们 在 
这 里 不 如 证 明 地 给 出 一 些 性 质 . 
ERT §.4+ 8, =max($., 8) 
+12) 
N.e 8s=max($,, ) 
+13) 
REREH, WOLAR IR A ER 
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其 和 与 积 是 相同 的 ， 并 生 等 于 其 中 较 大 的 一 个 ， 
较 小 的 被 较 大 的 基数 吸收 了 ， 由 此 亦 可 蕉 出 ;- - 
个 自然 数 与 一 个 无穷 基数 的 和 或 积 等 于 这 个 无 穷 
基数 ， 但 机 注意 ， 在 求 积 时 ，ns0， 

ER EKA, KSA WMH 


了 
(3+14) 
成 立 ， 

这 里 要 指出 的 是 ， 由 后 志和 ,之 入 RE, 
RAH SA 和 7 和 成立 , 不 能 保证 kit 
Atha + Ay Falk Baar A Beh 
Pl, 23, WE 但 

24+ Go = =3+G,2-§= S38, 

ERS ” 设 了 为 一 指称 集合 ， 对 于 每 一 个 i 
CI, kK MER, HH, A, k 是 给 定 的 基 
数 ， 则 有 下 列 等 式 成 立 : 


Kis 
Tet kr (+18) 
ta 

‘ 
Tisi = (11k) 810) 
rA i 
ODLETE Gan 


这 三 个 等 式 是 通常 算术 中 出 应 等 式 


at 


mmtm, mp = mp", 
(nt)? = mat 的 推广 。 
利用 以 上 性 质 ， 立 即 可 以 推出 对 于 任意 的 
YE 但 pm 失 0 时 ， 有 
(QS: )t=2ihets 2% (3-18) 
(2% he = Bie = OH (+19) 


什么 是 连续 统 假设 
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TERRA GO H, 我们 按照 从 小 到 BML 

序 ， 枚 举 出 了 无 穷 基 数 的 无 穷 序 询 

So Sire Sarr Garry ed) 
并 且 我 们 已 经 指出 ， 基 数 是 为 了 度量 无 穷 集合 的 
大 小 而 引入 的 ， 即 我 们 想 用 基数 来 表示 无 穷 集合 
We. ATi, MARR A OME, Holt 
势 记 为 党, ， 依 据 康 托 尔 定理 ,我 们 曾 得 到 无 穷 势 
的 无 穷 序列 

KOTLETI (4-2) 
它们 也 是 由 小 到 大 排列 的 ， 分 别 表示 集合 

@,P (@) yP (P (0)) yr 
WH. BA ,= Ge 5]1= 2H, I, = 21t ee 
M42) 可 改写 为 

Des se U3) 
其 中 ] RBA. BRIM. 
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PPL (493) 中 , 1 PPR ARE RR, 
TFA GD 中 总 的 下 标 却 是 取 序 数 ， 二 者 所 
含 项 数 是 相差 得 很 多 的 但是， 我 们 可 以 超 穷 归 
纳 地 定义 一 个 了 的 无 穷 序 列 ， 使 其 下 慰 也 能 取 所 
有 的 序数 ,为 此 ， 令 

}izo = 

Lais PS) ， HHS =] 。， 44 
是 极限 序数 时 ， 令 

Wie U SANS =] ，。 
这 样 一 来 ， 我 们 得 到 无 穷 势 的 无 穷 序 列 ， 

Birano Jato Jar” ao 
其 中 ] 的 下 标 遍 取 序 数 ， 

基数 序列 (4.1) 和 势 序列 (4.4) 有 什么 关 
AH? BA, AELH =N, CREEN 
的 首 项 是 相等 的 ， 其 它 前 」 ,例如 3 APRES 
HRI DRRR? W EREA D 
HHR, WARTA HEAK AER Aa a 
KT. 我们 在 这 里 不 加 证 明 地 指出 ， 当 承认 选择 
公理 时 ,】: 以 及 序列 O 中 的 其 它 ] ， 都 会 
出 现在 总 的 序列 D P, BEA (44) 中 的 
每 一 个 势 都 是 一 个 基数 . 

3 1= 2 由 碌 托 尔 定 理 , 虞 *< 3 1，] 1 是 不 


S| 


ttg, 


a7 


REM, WAT Se 的 第 -个 不 可 数 基数 ,于 
是 立即 得 到 不 等 式 ， 
R12 (4°5) 
这 里 自然 产生 了 一 个 问题 ， (4'5) A Æ 
等 号 成 立 还 是 不 竺 号 成 立 昵 ? NES ae 成 
WAA GL .究竟 35 应 该 在 序列 (41) 
RTE LT 这 是 一 百 多 年 前 集合 论 研 究 中 
提出 的 一 个 更 要 问题 。 


1。 康 托 尔 猪 想 


1878 年 ， 康 托 处 芷 -一 籍 论 文 的 鱼 必 处 作为 一 

个 估计 ， 就 猜想 〈4'5) 式 中 应 是 等 号 成 立 。 即 
ate = a 《4°6) 

833 年 ， 在 《 关 士 无 穷 线性 点 集 〈5 》》 中 讲 到 
连续 统 的 势 时 ， 他 就 希望 不 久 的 将 来 ， 将 能 够 严 
个 地 十 明 连 续 统 的 势 襄 就 是 第 二 个 无 穷 基数 辣 1。 
在 《关于 无 穷 线 性 点 集 (6)》 》 中 ， 他 认为 
(4-6) 式 是 可 以 证 明 的 。 握 说 ， 他 曾经 上 十 称 , 已 
经 证 明了 ?se = 去 :并 且 即 将 公布 其 证 明 , 但 趣 ， 
直至 1918 第 1 月 6 日 康 托 尔 去 世 ， 也 没有 把 他 的 
证 明 公 布 于 众 ， 大 概 是 发 现 他 原 米 的 证 明 有 错误 
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而 未 公开 发 表 。 这 位 贡献 卓 此 的 伟大 数学 家 在 临 
离开 人 世 以 前 ， 还 对 没有 解决 这 一 问题 表示 遗 
w. 

现在 人 们 称 康 托 尔 猜 起 ， 即 式 《4"6) 成 并 
为 连续 统 假设 .连续 统 假设 的 英文 为 Continuum 
hypothesis， 因 此 (4+6) 式 常 缩写 为 CH.。 

这 个 假设 前 面 为 什 费 加 上 “连续 统 ” 三 个 字 
呢 ? 这 里 首先 要 摘 清 压 连续 统 的 势 等 汗 2%。 的 问 
题 . Alb, AGRE AO, 1] 与 集合 P(o) 之 
间 存 在 一 一 对 应 即 可 。 

事实 上 ， 对 每 一 个 数 xE [0,13， 按 照 二 进 制 
数 的 表示 法 ，x 可 表示 为 

[UL HT ye (497) 

Joa HOM, HILAR AMO. 数 0 
表示 为 0,000……， 小 数 点 后 面 全 趣 0， 数 1 表示 
为 0.111……， 小 数 点 后 面 全 是 1. 于是， 对 每 一 
个 数 x ， 可 得 到 自然 数 集合 上 的 - 个 函数 1:0 一 
{0,1}， 使 得 jf(n) =a.. kat, A 〈4'7) 可 以 写 
为 


0.f (0 10) IA f(a) »» (4°8) 
同时 ， 出 函数 f 可 确定 6 的 一 个 子 集 合 
S,i= {nlf(n) = 六 nEO (4:9) 


BA, MEXClCOURAS HAP, 4 
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2X ED Hex, WAS ATS, KOM 
应 关系 是 一 对 一 的 。 记 此 对 应 为 8 。 
反 过 米 ， 对 于 每 - -个 SEPto)， 即 S 是 a 的 
THR, MERE BA E: 
fay = {1 Maes, 

0, Mag sit, 
WT, 48) 式 可 以 得 到 一 个 
二 进 制 数 x 。 显 然 ，xE [0,1]， 这 就 是 说 ， 上 述 
对 应 8 是 满 射 、 

With, £ 是 50,12 与 PC6) 之 间 的 一 一 对 应 ， 
所 以 L051 =P), We 280, 

由 于 实数 集合 与 10,12 中 的 数 集合 等 势 ， 这 
PAULA, MMS Pato, 

于 是， 实数 有 多 少 的 问题 ， 或 者 直线 上 有 多 
少 点 的 问题 ， 也 就 大 自然 数 集合 有 多少 子 集合 的 
问题 ， 这 个 问题 称 为 连续 统 问 题 。 等 式 C46) 
认为 实数 丰 训 :个 ,但 又 无 法 证 明 它 。 所 以 人 们 才 
称 它 为 连续 统 假设 ， 

连续 统 假设 的 另 - -形式 ， 
统 假设 还 有 共 它 的 叙述 方式 .假设 2 名 = 
T RX AWK CLM, ES, 528: 之 闻 没 
ARCHES, RY, CSN ZARA 
FREER TA EE SEA RAS 


d 


RRE- ERTER EN AERE ET AA ( 即 
HRO, RAER, WE BUR AR 的 基数 
HAF. W RGE R WIA TIR A RE EB E 


SV 5 = 2) (169) 
此 式 的 意思 ina si 于 实数 集合 的 任 - ` 子 焦 
&, BX, cana » MARR 
集合 ， 或 首 是 与 R 有 同 - nama tee, 

前 面 我 们 证 明了 实 代数 数 集合 是 可 数 集合 ， 
从 而 肯定 了 实 超 趣 数 是 存在 的 ， 实 超越 数 集合 是 
RR 的 光 穷 于 集合 ， 它 不 可 能 是 可 数 的 。 因 为 不 然 
的 话 ，R 将 是 两 个 可 数 集合 的 并 集合 ，R 就 成 为 
HARAT. A UD 立即 知道 ， 超 越 数 集合 
的 基数 是 2‰ 。 尽 管 到 证 明 -个 实数 是 超越 数 是 
HALEN, PRAT, BRI BH 
轻而易举 好 得 出 一 个 惊人 的 结论 ， 实 超越 数 与 实 
REARS 


2. 广义 连续 统 人 很 设 


将 连续 统 假设 加 以 推广 ， 豪 斯 道夫 于 1908 年 
提出 ， 允 于 任意 的 序数 ” ， 应 有 等 式 
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VALEE PET (410) 
成 立 。 其 实 康 托 尔 在 1883 年 就 估计 Blas: = 如 应 
RRE, KRE ID 式 的 特殊 情形 ， 即 a= 
1 的 情形 ， 妆 g = 0 时 ， 《4'10》 即 变 为 《4:6) .所 
以 连续 统 假 设 也 是 〈4+10) 式 的 特殊 情形 。 现 在 
人 们 称 〈4'10》 式 为 广义 连续 统 假设 。 

J” SCE SESE HE A Sh Oh BK, BR 
KR AA, ARN EE A, 14 
不 等 式 

karat 
成 立 。 这 就 是 说， 在 k 与 2: 之 闻 再 也 没有 其 它 的 
基数 了 。 


3。 项 尔 伯 特 的 评价 


FERFEAR, TIMER, EB 
柳 举 行 的 第 二 次 国际 数学 家 代表 大 会 上 ， 做 了 题 
为 《数学 问题 》 的 演说 ， 提 出 了 二 十 三 个 未 解决 
的 问题 ， 向 20 世 纪 前 数学 家 们 提出 抽 战 ， 其 中 第 
一 个 问题 就 是 ，“ 证 明 连 续 EBL.” 说 ， 
* 康 托 尔 关于 这 种 集合 的 研究 ， 提 出 了 一 个 似 笠 
很 合理 的 定理 ， 可 是 尽管 经过 坚持 不 多 的 努力 ， 
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还 没有 人 能 够 成 功 地 证 明 这 条 定理 ， 这 一 定理 就 
是 ， 每 个 出 无 穷 多 个 实数 组 成 的 系统 ， 亦 即 实数 
集合 尺 的 无 穷 于 集合 (或 点 集合 ) ， 或 者 与 自然 
数 1,2,3,…… 组 成 的 集合 对 等 ,或 者 与 全 体 实数 
组 成 的 集合 对 等 ， 从 而 二 《 即 一 条 直线 上 
的 点 的 全 休 》 相对 等 ， 因 此 ， 就 对 等 关系 而 言 ， 
实数 的 元 穷 子 集合 只 有 两 种 ， 可 数 集合 和 迹 续 
H.” ERER, CARARE, d Rp ee 
出 结论 ， 连 续 统 所 具有 的 基数 ， 紧 接 在 可 数 集合 
移 基 数 之 后 ， 所 以 ， 这 一 定理 的 证 明 ， 将 在 可 数 
集合 与 连续 统 之 间架 起 -一座 新 的 桥梁 ,> 希 尔 伯 特 
的 这 些 活 ， 充 分 地 体现 了 他 对 连续 统 假设 的 高 度 
评价 。 

连续 统 问 题 是 数学 问题 来 源 子 几 何 、 力 学 和 
物 起 等 方面 的 现实 问题 的 - -个 范例 . 着 尔 伯 特 
说 ，“ 数 学 这 门 科学 究竟 以 什么 作为 其 问题 的 源 
FRYE? 在 每 个 数学 分 支 中 那些 最 原始 、 最 古老 的 
问题 肯定 是 起 源 于 经 验 ， 基 由 客观 世界 外 部 的 现 
象 提出 米 的 ，…… 但 是 ， 随 闭 一 门 数学 分 支 的 进 
PRR, ARNG, BERR, Ik 
意识 到 自己 前 独立 性 。 它 自身 独立 地 发 展 着 ， 通 
党 并 不 受 来 自 外 部 世界 的 明 开 影响 ， 而 只 是 借助 
于 还 辑 的 组 合 、 一 般 化 、 特 殊 化 、 巧 妙 邮 对 概念 
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进行 分 析 与 综合 ， 提 出 新 的 富有 成 效 的 问题 .? 
FRPR BT A TILE - 些 数 学 家 片面 量 解 数学 
的 严格 性 ， 他 说 ，“ 在 坚持 把 证 明 的 严格 性 作为 
完善 地 解决 问题 的 -种 要 求 的 同时 ， 我 反对 这 样 
一 种 意见 ， 即 认为 只 有 分 析 的 概念 ， 甚 至 具有 算 
术 的 概念 才能 严格 地 加 以 处 理 。 这 种 意见 ， 有 时 
为 一 些 类 有 名 望 的 人 所 提倡， 我 认为 是 完全 错误 
的 。 对 于 严格 性 要 求 的 这 种 片面 理解 ， 会 立即 导 
致 对 一 切 从 儿 何 、 力 学 和 物理 中 所 提出 的 梳 念 的 
排斥 ， 从 而 堵塞 来 自 外 部 世界 的 新 的 材料 源泉 ， 
最 终 实际 上 必然 会 拒绝 接受 连续 统 和 无 理 数 的 思 
想 。 这 样 一 来 ， 由 于 排斥 几何 学 和 数学 物理 ， 一 
条 多 么 重要 的 、 关 系 到 数学 生命 的 神经 被 切断 
Ti » 

项 尔 伯 特 的 意见 是 十 分 清楚 的 ， 连 续 绕 问 题 
来 自 外 部 世界 ， 纯 数学 需要 从 外 部 世界 中 汲取 新 
的 材料 ， 外 部 世界 是 数学 的 源泉 。 被 一 些 人 指 实 
为 脱离 实际 ， 所 谓 数学 只 是 符号 游戏 的 形式 主义 
者 希 尔 信 特 ， 原 来 是 如 此 热 销 地 坚持 数学 与 外 部 
世界 的 联系 ， 把 它 提 到 “数学 生命 的 神经 ”这 样 
HAE. 

正 因 为 连续 统 问题 是 数学 中 一 个 最 基本 的 问 
题 ， 或 者 说 它 是 数学 基础 的 间 题 ， 长 期 以 来 一 直 
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ERREZE HSC —TAX-—CRRT 
论 ) 的 一 个 中 心 问题 ，- - 胡 多 年 来 ， 虽 然 经 过 许 
多 著名 数学 家 的 精心 钻研， 取得 了 一 些 重大 进展 
(这些 进展 将 在 以 后 各 章 给 以 较 详 细 的 说 明 》， 
但 还 没有 完全 解决 问题 ， 还 是 数理 逻辑 的 中 心 问 
题 ， 或 者 中 心 问题 之 一 。 一 些 著名 的 数学 察 为 寻 
求 其 正确 的 答案 在 坚持 不 懈 邮 在 斗 。 连 续 统 问 题 
的 最 终 解决 ， 将 给 数学 带 来 巨大 的 影响 ， 


4。 希 尔 伯 特 的 失误 与 启示 


连续 统 急 设 问题 一 直 没 月 得 到 解决 ,1925 年 ， 
已 经 福士 三 岁 ， 身 患 多 各 疾病 而 且 确 诊 患 有 恶性 
AMEN RAR, HT RAMA 
设 成 立 的 大 锅 ， 字 认为 按照 他 的 大 网 就 可 以 证 
明 2 = Si, 遗憾 的 是 这 位 著名 的 数学 家 的 证 明 
HTH, BARE AAT WPA 
WHRERMBI, WO RRR HE FRA 
BERBERS, ” 

递归 的 概念 并 不 难 理解 ， 它 的 要 点 在 玉 机 械 
ESAS. 当 考 不 自然 数 集合 口上 的 一 个 函数 
fat, MRA AANA GMD. ER 
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对 于 任 一 自然 数 4 ， 都 能 按照 这 一 机 械 的 方法 ， 
ARPA KRHIN, NER 上 为 一 递归 
函数 .例如 ， 令 
了 (0) =1 
imni =j a+) (7 是 自 然 数 ) 
则 fo =n! 《nm 的 阶乘 ) 。 此 阶 滋 请 数 了 就 是 
一 个 递归 函数 。 
一 个 递归 函数 的 值 域 称 为 递归 可 枚 举 集合 。 
大 果 一 个 递归 可 改 举 集 合 8 的 补 集合 也 是 递归 可 
HERA, BA, RNS 称 为 递归 集合 。 自 
然 数 集 合 o 的 子 集合 SER, REREAS 
5S 及 其 补 集合 oS〔 即 由 不 属于 S 的 自然 数组 
成 的 梨 合 ) 都 是 递 妇 可 枚 举 的 。 
适 尔 伯 特 以 为 自然 数 集合 6 的 所 有 子 集合 都 
是 递归 和 的。 但 是 ， 随 着 递归 函数 论 发 展 与 算法 概 
念 的 逐步 精确 化 ， 在 本 世纪 三 十 年 代 发 现 ， 道 基 
KARAS PRA TRS PRR A, mdi 
BRE, BRERA oMHRAICAP (8) = 20 
个 ， 即 有 不 可 教 光 穷 多 个 。 所 以 存在 著 大 量 的 由 
自然 数组 成 的 集合 不 是 递归 集合 ， 项 尔 俏 特 在 这 
个 问题 上 失误 了 。 
现在 已 经 弄 清楚 ， 不 能 证 明 2i =H KRE 
原因 ， 正 如 希 尔 们 特 在 1900 年 的 演说 中 指出 的 ， 
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“ 旦 在 不 充分 的 前 提 或 不 止 确 的 意义 下 寻找 问题 
HRE, Bik, ARG RN.” THER CE 
家 们 提出 了 这 样 的 任务 ，“ 证 明 在 所 给 药 和 所 考 
虑 的 意义 下 ， 原 来 的 问题 是 不 可 能 解决 的 ，” 

历史 的 发 展 说 明 ， 连 续 统 假设 确实 是 一 个 困 
难 的 问题 ， 也 可 能 是 由 于 三 托 尔 、 项 尔 伯 特 这 样 
的 大 数学 家 都 证 明 过 它 ， 耐 又 没有 证 明 出 来 ， 使 
连续 统 假设 更 加 出 名 ， 引 起 了 众多 数学 家 的 关 
注 ， 在 本 书 的 最 后 两 章 ， 我 们 将 要 介绍 哥 德 尔 
1938 年 的 结果 ， 如 果 集 合 论 的 ZF 公理 系统 是 协 
调 的 , 那 末 ,加 上 连续 统 假设 以 后 仍然 是 协调 的 。 
也 就 是 说 ， 在 ZF 公理 系统 中 ， 扒 导 不 出 连续 统 
假设 不 成 立 的 结论 ， 另 外 还 要 介绍 科 最 的 成 果 ， 
在 ZF 公理 系统 中 ， 连 续 统 假设 是 不 能 证 明 的 。 
哥 德 尔 和 对 轧 的 工作 是 在 前 人 拟人 敌 的 基础 上 
获得 的 ， 哥 德尔 认为 ， 人 们 “在 评价 希 尔 伯 特有 
关连 续 统 问 题 的 工作 时 ， 往 往 忽略 了 这 一 点 ， 假 
如 不 去 追究 问题 的 细节 ， 他 那个 非常 重要 的 -~ 般 
概念 也 被 证 明 是 完全 下 网 的 ， 即 连续 统 问题 的 解 
决 将 依赖 于 从 数学 基础 中 引出 全 新 的 方法 。 沁 其 
Se, fA) BRAD SE BART AL RA 
尔 伯 特 没有 说 的 这 样 肌 自 ) ， 连 续 统 假设 在 通常 
的 集合 论 公 更 下 是 不 可 判定 的 ,* 
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TEREI, ER 结 了 前 人 的 经 验 

与 教训 ， 创 立 了 全 新 的 方法 ， 才 获得 了 重要 的 
BR. 


5。 等 价 命题 与 推论 


连续 统 问题 的 映 终 解决 ， 将 给 整个 数学 带 来 
巨大 的 影响 。 集合 论 中 提出 的 连续 统 假设 ， 在 数 
FNS POUR PERRET, ARES 
PALS. 谢 宾 斯 基 在 他 的 《连续 统 假设 
《1934 年 出 版 ) 的 专 落 中 ， 列 举 了 十 二 个 与 连续 
统 假设 在 逻 邹 上 等 价 的 数学 命题 ， 癌 时 又 给 出 了 
连续 统 假设 的 八 十 二 个 控 论 。 近 年 来 ， 人 们 在 它 
的 推论 方面 又 作出 了 条 的 贡献 。 我 们 在 这 里 摘录 
一- 些 ， 以 纺 读 者 。 对 这 方 庙 有 兴 却 的 读者 ， 可 以 
阅读 有 关 专 车 。 

1) 连续 统 假设 的 等 价 命题 。 

CL) 平面 十 所 有 的 点 的 集合 是 两 个 集合 的 
并 ， 其 中 一 个 集合 在 所 有 与 x 轴 平 行 的 直线 上 至 
多 是 可 数 的 ， 另 一 个 集合 在 > 轴 的 记 有 平行 线 上 
至 多 是 可 数 的 。 

(2) 平面 是 可 数 条 曲线 的 并 3 


98 


(2a) 三 维 空间 是 可 数 条 曲线 的 并 。 

(3) PER SAE TAH BOP FI fh fay 
上 ， 使 得 对 下 任意 的 不 可 数 的 实数 集合 S， 
序列 中 除去 有 穷 个 对 数 外 ， 所 有 有 的 函数 都 映 5 为 
全 体 实数 集合 ; 

(3a) 存在 着 实 变数 的 集 信函 数 了 。 且 对 于 每 一 
个 实数 x 其 值 f(% 是 一 个 可 数 集合 ， 它 把 每 一 个 
不 可 数 的 实数 集合 映射 为 爹 体 实数 集合 R。 
G) FE BUR RA! (其 中 i 为 自然 数 ， 
* 为 实数 》 使 得 

@ R= U AL, SASL 23.5 

图 ANAL =o, BP, 151,238.00" 

© SHEBTURNSHRA, HERE 
然 数 nn， 使 当 i>n 时 ， 对 于 所 有 的 实数 *， 集 合 
SN 4: 是 非 空 的 。 

UD 存在 一 艇 集合 44， 其 中 ji= 1 2) 3 
x 遍历 全 体 实数 ， 适 合 命 题 4 中 的 条 件 DAD 
以 及 下 列 条 件 ， 


(4b》 对 任意 的 实数 x RNR- (JA Eg 


是 可 数 的 。 
《5) 存在 实 变数 函数 序列 fas fas 及," 
使 得 对 手 任意 的 实数 序列 yi,y,1y,… ， 以 及 每 
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个 x， 至 多 除去 可 数 个 值 ( 它 依赖 于 序列 y1,%s， 
Yer) HRA ST a RR Fik 
koko: GRAF * 和 序列 ?nr…)》 ， 合 得 
等 式 O = Yki = 123 

06》 全体 实数 集合 RR 是 可 数 个 递增 的 集合 
的 并 。 

(7) 存在 一 个 线性 解析 集合 ， 它 不 是 少 于 
2 TREE TURKS. 

(8) EE 为 任意 元 来 构成 的 集合 ， 中 是 由 局 
的 子 集合 构成 的 基数 < 3 OR, EEREN 
外 中 总 o 个 集合 与 一 个 至 多 可 数 的 集合 的 并 集合 ， 
在 这 些 条 件 下 ， 忆 包含 -- 个 不 酉 数 集 8 ， 使 得 簇 
外 中 每 一 个 集 至 多 只 有 可 孝 个 公共 元 索 。 

(9 》 每 个 基数 小 于 个, 的 线性 集合 的 测度 
AB. 

AD 在 希 尔 伯 特 空间 内 ， 存 在 一 个 不 可 数 
HAR, CMBR TR TRA RM FKU 
里 得 空间 的 一 部 分 ， 

2) 连续 统 假设 的 若干 推论 。 

CL) 存在 实数 梨 尺 的 一 全 不 可 数 子 集 S ， 
它 和 的 每 一 个 无 处 筒 密集 合 的 交集 合 至 多 是 可 
数 的。 

(2) 存在 实数 集合 RR 的 一 个 不 FT MS 
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S, CAE ESR 

(3) 在 R 的 一 个 不 可 数 子 集 合 S LEES 
个 连续 函数 了 ， 使 得 它 在 S 的 任 -不 可 数 子 集 合 
DREZOM. 

U) TE-A SHIN TT A i 
holos CERTE TTAR A RALE 一 致 
kek. 

“5》 FEDER ESR 1" (m= 1， 
2,35) 及 实 变 函数 的 二 重 序列 名 (m=1,2， 
3 8=1 2 dyer) HE 

人 limf Go =f"), m=a1.2.3.0, 

Om mf" (x) = 6, 

MRA ET PRBECHR PE SST RA EI mm < 
< ARREA Sm non. 有 

GWA limfa, GO =0 仪 对 x 的 至 才 可 数 个 值 
RE. 

66) 设 S= dk ATE {44} 是 两 个 自然 数 的 
HANES MSR TDAH = 1,2,3，… 都 有 ni 多 
Ki， 我 们 记 为 T<S。 存 在 着 基数 为 38 的 集合 
FP ，F 的 元 来 是 自然 数 的 无 穷 序列 ,使 得 适 各 
下 列 条 件 ， 对 于 自然 数 的 无 穷 序列 $ 《无 论 $ 是 
BATF) ， 集 合 F 中 适合 T<S KMA H IT 
构成 的 子 集 至 多 是 可 数 的 ， 
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C1) 存在 一 些 实数 集 合 ， 在 它们 上 面 存在 
0 类 ，1 美 ，2 类 的 贝尔 画 数 ， 但 在 每 个 集合 上 不 
存在 3 类 贝尔 函数 . 

(8) FERRER BASE. 14 

@@ R= {Jsi Gs 1.28. 


@ 对 于 固定 的 ,em 时 ,SI NS = 中 
© 对 于 任何 缮 整数 序列 pl kke, RE 
RAJI 《SiU SiU…US1) 至 多 是 可 数 的 。 


SERBIA eer TU, RAE 
续 统 很 设 和 广义 连续 统 假设 ， 对 于 许多 数学 定理 
的 证 明 是 极其 有 用 的 ， 当 然 ， 这 并 不 是 说 连续 统 
GRRE ERT. PR, MOR EIN 
推论 中 若干 命题 的 真 信 性 ， 也 就 反 转 网 来 推演 连 
续 统 假设 的 真 伪 任 了， 比如 ， 当 人 们 能 就 确 妇 地 
证 明 连 续 统 假设 的 某 一 推论 是 假 的 ， 那 也 就 证 明 
了 连续 统 候 没 不 能 成 立 了 。 这 仍然 是 解决 连续 统 
假设 的 一 个 研究 方向 ， 


五 Meo Ral 
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连续 统 问 题 是 要 求 回答 ， 连续 统 的 Bh 2 加 应 

该 在 无 穷 基数 的 无 穷 序列 

Yo Qore ovoga tes 6D 
的 哪个 位 置 上 ， 即 究竟 2#。 等 于 序列 6D pE 
+R? 前 面 我 们 已 经 指出 ， 到 目前 为 止 ， 还 没 
有 一 个 肯定 前 回答， 仍然 是 一 个 困难 问题 。 

荡 尼 在 研究 无穷 基数 的 运算 时 ， 得 到 了 一 个 
不 等 式 ， 由 此 不 等 式 虽 然 不 能 说 明 2#。 应 该 等 于 
什么 ， 但 是 ， 它 能 说 明 28 不 能 等 于 《5' 1) 中 的 
娜 些 值 ， 是 对 28* 的 一 种 恨 制 性 结论 。 

为 了 腊 济 楚 获 尼 的 限制 ， 需 要 再 作 一 些 准备 
性 的 工作 ， 特 划 是 共 届 序 数 的 概念 及 其 相应 的 性 
D 
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1。 共 是 序数 


共 尾 性 概念 对 于 28&* 的 限制 是 重要 的 ,因此 ， 
我 们 要 较 详 细 地 加 以 叙述 ， 

定义 1 

DDERI, WER ER CEL 
数 《 注 前， 序数 是 集合 ， 可 以 作为 函数 的 定义 
域 ) ， 了 的 取信 也 是 序数 ， 则 称 f 为 序数 函数 。 

2 ) 设 f 是 一 个 序数 函数 ， 如 果 对 于 其 定义 
BOP RIERA SPR e 和 8， 当 a<<8 Cie fp 
BAFRA) Ht, WHO <P, W ASB 
格 单调 递增 的 序数 务 数 ，。 

定义 2 Bike 和 8 是 两 个 序数 ， 如 果 8<e 
CH BRCM TRA) ， 并 且 存 在 普 一 个 严格 
单调 递增 的 序数 函数 :8 一 a, 御 得 对 于 任 一 y<a 
IPED ， 都 存在 一 个 6<B， 使 1(0) 之 7 成 立 ， 
那 末 ,我 们 就 说 序数 a 共 尾 于 序数 8， 记 做 cof 
(Ce 用。 

序数 4 共 尾 于 序数 8， 必需 具备 三 个 条 件 ， 
第 一 ，8<e， 即 8 是 “的 子 集合 ， 第 二 ， 存 在 一 
个 严格 单调 递增 的 序数 函数 了 ,使 得 dom () = A, 
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ran(f) Gay B=, oie -PRRE NFR 
BEF f 的 值 域 中 的 某 一 元 素 ， 

例 1 mR a 是 任 一 后 继 序 数 , 则 cof (a,1)。 

事实 上 ， 内 为 是 后 继 序 数 ， 则 有 1<ce， 第 
一 个 条 件 成 立 ，& 是 后 继 序数 ， 一 定 存在 一 序数 
月， 使 得 gc=8+1= {0,1,2,…,B} ，dom (有 =1 
={0}, SA0 =8, MP RM 1 到 < 的 一 个 严格 
单调 递增 的 男 数 ， 并 且 上 中 的 任 一 7 ， 都 有 7<8 
= 了 f(0)， 我 们 所 定义 的 函数 # 具 有 共 忆 性 定义 中 的 
BOMBS RE, Kik, ee 共 尾 于 序 教 1 ， 
即 cof (a,1), 

由 例 1 知道， 任何 一 个 后 继 序 数 共 尾 于 1， 
这 样 看 来 ， 共 尾 的 概念 对 于 后 继 序 数 是 没有 什么 
意义 的 ， 主 要 是 针对 极限 序数 才 考 虑 兴起 概念 。 

例 2 a2 Fo, Meofla-2,0), 

FEL, o<o2, Moko 2 的 子 集合 ， 我 
们 只 需 建 立 适 台 定 义 2 中 要 求 的 序数 函数 六 为 此 
AR 


imn =o+n 
Hp a WAR, Mdom(N =o, Ha f E 
.2， 且 了 的 悄 域 


tan(f) = {0 tn|n€o} 


对 于 任 一 序数 es<o*2， 当 ec<o it, 我 们 有 ac 
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1M =o; 当 @<a<w:2 时 ， 必 存在 5E@ ,使 得 
a=otn, Fika=otn=f(n), WE, JY RA 
数 了 满足 定义 2 中 的 要 求 ， 所 以 cof a2, o). 

例 3 SS. Mo) SMe. 

HE, REWE- HUREN, F 

im=, 

则 不 难 验证 ，f HEM o BS TY eA ae M h 
序数 函数 ， 且 满足 共 尾 定义 中 的 第 三 个 条 件 ， 所 
B, cof(Se, a), 

— flit, AERA FI — tE 

性 质 1 任 一 序数 a 有 cof (aya) ， 即 2 与 它 
本 身 共 尾 ， 共 尾 具 有 自 反 人 性 。 

性 质 2 cot ta,0) 当 且 仅 当 a =0， 

性 质 3 ”如 果 & 共 屁 于 8 ,二 4 是 被 限 序 
数 ， 则 8 必 是 极限 序 数 。 

性 质 4 MRE BA, BIETY, W 
4 共 必 于 7”。 即 共 尾 具有 传递 性 。 

ERS ”如 果 & ARR, WS. RT 
a, (3 是 当 a = w 时 的 特殊 情形 )。 

性 质 6 ”如 朵 Ba 且 8 与 4 HERA CBD 
Baa) ， 则 存在 着 1<B， 使 得 a RE A, 

性 质 7 MRORBT B, CHATTY, 并 
Hr<s, WEIS, Hi PRET, 
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性 质 8 ”如 中 BIE MRP oT 
8 ， 则 存在 车 一 个 江 格 单调 递增 的 序数 函数 ， 
fi Boa, E4 

a= Urancf), 

HT PRR ASHER, RITKE 
求证 明 的 细节 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 阅读 有 关 集 合 
EHER. 

显然 , 由 上 面 列举 的 性 质 1 和 性 质 5 可 以 看 出 ， 
ARERR TEER, Piy. BE 共 
BFS RRP wm 。 在 这 些 与 4 共 尾 的 序数 
中 ， 必 有 一 个 最 小 的 ， 它 在 集合 论 中 占有 重要 的 
地 位 ， 这 又 引入 了 一 个 新 的 顿 念 。 

定义 3 Bla 是 任 一 序数 ， 使 得 cof (a,b) 成 
x Ae SEF 8) 的 最 小 序数 8， 叫 敌 8 的 共 
尾 性 特征 数 ， 或 考 简 称 为 的 共 尾数 ， 并 记 做 
ef(@), 

由 共 尾 数 的 定义 ， 立 即 可 以 推出 


cf (a) <a (5.2) 
cf) =0 +3) 
cF@+1)=1 G4) 
cio) =a +5) 
cof (a, cf (a) ) {5*6) 


现在 我 们 可 以 证 明 关于 cf Co) 的 一 些 结 论 。 
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定理 1 ”对 于 任 一 序数 & ，cf (a) 是 基 数 。 

证 明 “Yo 0 或 者 * 是 后 继 序数 时 ,由 《5*3》 
SRM (594) 式 立即 知道 cf (a) 是 基数 。 

Ya 是 极限 序数 时 ， 帆 《5.6》 式 及 性 质 3， 
得 知 cf(o) 也 是 极限 序数 。 令 8=cf (a) 。 要 想 证 
明 有 是 基 数 。 根 据 第 三 章 的 基数 定义， 只 需 证 
Be MEYL, WY < 及。 因为 出 y<8 保 证 有 
YP, FPR, RAGE, 如 果 ? = 6 
?8， 利 用 反 证 法 来 证 明 最 后 一 个 结论 。 

假设 ?二 8， 则 由 廊 = 8 和 <<B8， 根 据 性 质 6 ， 
必 存 在 序数 my， 使 得 cof GDE. FÆ a 
共 尾 于 8 ，8 共 尾 于 1, 由 共 尾 的 传递 性 , a R 
F1,An<y<8, 这 与 8 是 4 的 其 尾数 矛盾 。 口 

定理 2 如 果 4 是 一 无 穷 基 数 ， 则 cf {4) 也 
是 一 无 穷 基数 

TA We REIER «ARR, 
AF aR Fef@, MYERS, cha 为 极限 序 
数 ， 故 cf (o) >o, WEER, d @) BER, P 


以 cf (o) 是 无 穷 基 数 。 0 
定理 3 ino 是 极限 序数 ， 则 等 式 
cf (Ñ) = cf (a) G7) 


HOY, BS WERE T o 的 共 尾数 。 
证 明 Be RRR, HEAS 8.28 


m 


Fa, Bjooti DRE. Licof le, ef (a>) 
We, HRB. Acof(S.-cf@) Mv, HM 
SRB Feta), MIN ze LAR aR 
ef ($.) Sef a) G-8) 
AWA, AYS BRET), LH 
昆 于 cf 。 以 及 《5'8)》 式 成 立 。 根 据 性 质 7 ， 
存在 一 序数 Sef( 喜 。)。 使 得 cf (a) HBF, 
TH. He MB Tetta), ，ef la) HBF I, Bal 
a KETI. REE 


ef (a) EKEK) G9) 
由 G8) RI G-9) 式 立 即 推出 等 式 6-77 
威 立 。 m] 
2. BEEN 


慈 尼 定理 是 建立 了 基数 运算 之 闻 的 一 个 不 等 
式 。 在 第 三 章 中 我 们 已 经 见 到 ， 无 穷 基数 的 运算 
有 一 些 极其 特殊 药性 质 ， 不 能 将 自然 数 的 运算 性 
质 随便 应 用 于 无 穷 基 数 。 我 们 再 举 俩 误 明 之 。 

BRS En, (HEH. 
如 果 对 于 任意 的 iE IJ， 都 有 k ;之 XA， ， 则 我 们 其 能 
推出 
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Dreba a MeMa 
ee 
而 不 能 推出 
Drc Dawe < Ma. 


fa 

lin, Wi (1.2.3.0), Seeai-ds a= 

4, WAR < Ai GED 。 但 是 根据 基数 加 法 与 乘法 
的 定义 容易 得 出 

0+142+3 +e 


123 FAHU 
E k; = Day, 
fer!” fer 


然而 对 于 基数 的 和 及 积 之 间 ， 有 着 一 个 严格 
的 不 等 式 ， 即 
RSH Bk ENMU Ena 
EAR FO 工 为 指标 集合 。 如 果 对 于 任意 的 了 
EL, 都 有 
Rica 
则 下 列 不 等 式 成 立 : 


Drc I (+10) 


ver 


不 等 式 610 称 为 束 尼 不 等 式 ， 或 者 荡 尼 一 - 
RMOREK, 
证 明 PIR ARIS PCO AIT We 
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D, 使 对 任意 的 !E 了 SBT 的 真子 集合 

skin Tis 
AAT ANARAN, 804 i JETEIAR, 
Tor <6, Bis, WEAR. $ 


s-Us,, r= Hr, 
rer Cer 
W 
“S= Lk, T =a 
fa tet 


为 了 证 明 不 等 式 〈5"10) ， 只 需 证 明 
(DS 与 的 菜 一 了 集合 等 势 ， 即 有 


< 了 GAD 
3 与 了 不 等 势 ， 即 有 
ae +12) 


首先 证 明 不 等 式 GAD . oC, = TiSi, 
由 假设 知 Cis$。 在 承认 选择 公理 的 前 提 下 ， 


Hoss. grelle, 由 第 三 章 给 的 定义 知 
道 了 是 函数 。 
FI -Hec,， 对 任 一 ET JO EC 
对 于 每 个 ac Use, 2 


h= pe MiGS 时 ， 
a Mics 时， 


114 


BA, marc TIT,。 现 在 考虑 映射 
gS—T 
alt. 
并 证 明 是 单 射 。 即 证 明 4，bES A a+b Bf, 
ff, PRE, WaeS,, DES; H iA 时 ， 
J- =a, fp =fMEC TF -S BLE 
Si, HUSA. YOMOMTR 一 个 Si 时 ， 
Le =a#b=j, (i ， 从 测 证 明了 8 是 单 射 ，, 不 
等 式 (5.11) RE 
其 次 证 明 不 等 式 (5*12) 。 为 此 只 需 说 明 ， 
凡是 与 S 能 构成 一 一 对 这 的 工 的 子 集 合 ， 不 可 能 
与 了 重合 即 可 。 
每 一 个 与 $5 等 势 的 集合 P 可 以 写成 


p= Up, 其 中 Pi =k, 


如 果 P 是 全 的 子 集合 ， 则 P 中 每 一 元 崇 都 是 
AM GREP, CGR, ACT). FE, TH 
MEL, AMET... YR MRP p AY — e ii 
BY, THA) MRT TMT? FRAD, = AW | 
AEP). 于 是 有 

DiS Pisk< Ti 
ET -DABBRS, RRRAM, YAY 
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Ha.-p,) 4¢ 


令 8EJIICT-D,). BROW D. Mit 


PSP, RATP PIA h, BRAD E 
也 ,。 由 此 推出 函数 eA P, GED, Bee 


Up, =P, 


因为 与 8 等 势 的 了 的 任 一 子 集合 P ， 都 能 用 
上 述 方法 找到 一 个 py， 使 PET 但 p$P， 即 5 不 
要 能 与 了 等 势 。 不等式 6412 得 证 。 

H LEE, WEEE 日 

在 范 尼 定理 中 ， 令 1 = 9 县 对 于 任 一 !ED 都 
Bek, =1, 2,52. ERRUR, PERS 


2< I 
ip 
了 
根据 基数 运算 的 性 质 ， 上 式 就 是 
2 


些 即 康 托 尔 不 等 式 2 < Plo), Bit, RERE 
HORS WE, aL Je ERERKEKE 
理 的 推广 。 
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3, Bem HEHE 


AREA AIT REE, CHERAN 
题 提供 了 一 些 肯 定性 的 结论 。 
推论 1 28* 不 可 能 是 可 数 多 个 更 小 的 基数 
的 和 。 
证 明 MAM FIL ic 69, 都 A kic, M 
HAE EB oe PG 
Lr < Hor 


Ieo 


报 据 第 三 章 的 G10. GID 和 (3"19) 式 有 
TL ai = (28) = 28 tt 20 


tee 


所 以 


Tks a 


jee 


推论 2 ANa 
证 明 用 反 证 法 。 Boe = 器 。， 因 为 对 于 
fE-iCo, MAR. < No, MAR 2N, E 
尼 定 更 得 到 
:< Hon 


Ew 


于 是 
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这 与 假设 矛盾 ， 所 以 
LWAS. 口 
推论 3 MEE, MA 
8. <<ef (2H) 

证 明 用 反 证 法 ， 假 车 cf AHN<§,, 因为 
cof (28° ,ct (2 )) ， 即 2%。 EF cf (2), 根据 
共 昆 性 的 性 质 8 ， 存 在 一 严格 单调 递增 函数 了: 
cf(2%*) 一 2#* ,使 得 


a= Uren = Uw 


Ee gcttey 
即 
aide? ro 
iE ttai ay 
令 - 
gti) aff, HL cf 28) Bt, . 
Ka, HER igor (ae) 时 。 
则 得 到 


ae U gy <E Be 
qe fh 


E kg, BR <2 EL 总 kiate, 
BE, RRAEEEA 
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E ee TD ae = (ghey ie = ge 
lahat iege 


这 与 上 面 导 出 的 等 式 矛 质 ， 推 论 3 BE, 口 
推论 4 NEF, MR REF, 


su 
eas, 
证 明 因为 & 共 尾 于 @，& 必 是 极限 序数 。 
于 是 由 定理 3 有 
ef (%.) =0f (a), 
Ae 是 极限 序数 且 共 尾 于 。， 则 @ 是 a My HE 
数 ， 即 cf(a) = wm， 从 而 得 到 
ct) =0 
EASO RTA., BIEDS, tar) fe 
RTA, Meille), A 
2#% 

从 推论 1 知道 ， 连 续 统 的 基数 2 好 不 可 能 是 比 
它 小 的 可 数 多 个 基数 的 和 ， 推 论 2 说 明 2 如 不 能 等 
于 器 。。 更 进一步 ,推论 告诉 我 们 只 要 0 共 尾 于 
a, 2RRSES, IL MERA ETAR 
能 等 于 什么 ， 是 对 2 六 的 限制 性 结果 。 

在 数学 中 ， 这 类 限制 性 结 扣 虽 然 没 有 直接 解 
决 问题 ， 但 是 它 仍然 很 重 楼， 例如 : VITEN 
理 数 ， = 工 不 是 实数 ， 所 有 集合 汇集 在 一 起 ， 
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作为 一 个 整体 来 看 不 是 集合 ， 等 等 也 是 限制 性 结 
果 。 这些 限制 性 结果 在 数学 中 是 有 车 极 重要 的 意 
义 。 

也 二 年来， 除了 否 尼 对 2 的 限 制 外 ， 至 今 
还 没有 人 提出 新 的 限制 来 ， 更 说 明了 它 的 重要 
性 .在 本 书 第 十 章 我 们 将 介绍 科 轴 的 成 果 ， 除 了 
SEA MBS, STE CM, REAR 
@ 共 尾 , 都 存在 着 模型 ,使 得 在 该 模型 中 有 2w = 
Se 
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100M, CRAE PHATE. AT 
消除 这 些 停 论 ， 罗 素 提出 了 类 型 论 。 类 型 论 的 思 
想 对 于 当代 数学 《尤其 是 集合 论 ) 的 发 展 有 巨大 
的 影响 。 现 在 人 们 将 集合 区 分 层次 的 思想 就 起 源 
FRAME, TLR AON UR. 这 种 层次 的 释 
念 ， 在 证 明 连 续 统 假设 的 相对 势 调 性 与 相对 独立 
狂 中 都 起 了 重要 作用 因此， 本 章 讨论 类 型 论 及 
其 发 展 。 


1。 康 托 尔 - 布 拉 里 。 E-F Re 


虽然 1895 年 在 集合 论 中 就 发 现 了 膏 论 ,但 
是 ， 由 于 停 论 是 在 序数 、 基 数 的 技术 领 绒 里 出 现 
的 ， 人 们 总 尽 为 可 以 很 快 地 获得 解决 ， 没 有 引起 
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ANKER, 10D RRRRAL t 逻辑 t 
论 ， 才 引起 了 数学 家 们 广 证 的 关注 。 

1) 布 拉 里 。 弗 落 悼 论 ,成 中 最 大 序数 迟 论 。 
1895 年 康 托 然 已 经 发 现 了 这 个 停 论 ， 并 于 1895 年 
EA RITIRI. 189746, Hi e BB 

如 第 三 意 所 述 ， 序 数 有 后 继 运 算 , 也 就 是 
说 ， 对 于 和 任 一 序数 上 ， 总 有 序数 68， 使 得 “< 
8， 这 只 要 取 8= e+ 1 就 够 了 .然而 ， 所 有 序数 的 
序列 是 良 序 的 ， 它 具有 的 序数 应 当 是 所 有 序数 的 
最 大 省 。 这 就 构成 了 一 个 悖 论 。 用 现代 的 术语 来 
说 ， 对 于 任 一 序数 a ， 它 的 后 继 a + 1 也 是 一 个 序 
Rm. Hec<at1, 令 

0,7 = {ala R PRO 
可 以 证 明 , OR ARB, CBR ABC RE 
的 。 若 0. 是 一 集合 ， 则 根据 冯 ， 诺 依 曼 的 序数 
定义 ，0. 是 一 个 序数 。 一 方面 它 应 是 最 大 前 序 
数 。 另 一 方面 0。+ 1 也 是 序数 。 于 是 有 

0,41<0,80.<0, +1 
出 瑰 了 矛盾 ， 即 产生 了 迟 论 ， 然而 ，0, 不 是 一 
集会 ,矛盾 也 就 被 避 开 了 ， 从 而 也 就 消除 了 这 个 
Fit, 

2) 康 托 尔 导论 ， 这 是 指 康 托 尔 1899 年 发 现 
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一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


BARBIE 

康 托 尔 认为 把 所 有 的 集合 汇 总 在 一 起 ， 也 能 
组 成 一 个 集合 ， 记 微 M 。 控 康 托 尔 定理 ， 有 这 < 
POM) ， 共 中 PCM) 为 M 的 所 有 子 集合 所 组 成 的 
BRS, BOW, WM ERE AS, POD 的 
任 一 元 素 都 已 在 M 中 , 亦 即 对 任 一 集合 xE POM), 
必 有 xEM。 所 以 ，P(MDEM 。 因 此 ， 由 势 的 定 
APM <M, MRT — TP M. 
如 他 解决 这 些 困难 呢 ? 康 托 尔 也 曾 试图 给 出 
一 种 解决 方案 。 在 1899 年 7 月 28 有 日 与 8 AAR 
RAHAT, MINARE 
SLR TRA? 因为 如 果 是 集合 ， 就 会 有 
大 于 任何 其 它 蘑 数 的 基数 ， 已 乱 采 用 协调 集合 与 
不 协调 集合 的 办 法 ， 从 否定 方面 来 回答 这 个 问 
题 。 康 托 尔 的 意思 RH HR RAS 足 有 更 
大 基数 的 定理 ， 即 3 一 P03) ， 而 不 协调 集合 则 
不 具有 这 种 性 质 。 
D PR, KAP RT 01 RRM, 
1902 年 他 写 信 告诉 了 弗 瑞 格 ， RED UNATE 
PATA, UT ARAMA AER 
会 所 组 成 的 一 个 整体 ， 邵 

Tis 人 | xx 

BAL TRE TS? 


= 
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BETET, THEM AMR, M 了 为 了 
的 元 素 ， 又 因为 了 的 元 素 上 共有 性 质 ， 自己 不 属于 
AD, AETAT, 因此， 这 与 假设 TET MF 
H. 

BETET, BT RE BIG #. u T 的 
定义 ， 卫 是 所 有 不 是 自身 的 元 素 的 混合 组 成 的 ， 
上 既然 T&T， 了 就 是 了 的 元 素 ， 故 TET, 这 又 与 
BRT STAB. 

BELLERE, 不管 是 TET 还 是 T&T ,都 
RFS. FN, KERBER f, 总 有 了 TET 
RI ETZ— MU. AH, RAA- PPR, A 
EAKL. 

PRELE ERREA TMR eR 
形式 . 某 个 村 庄 中 有 一 位 理发 师 ， 人 制订 了 一 条 
规定 ， 他 为 而 且 只 为 该 村 中 所 有 不 给 外 己 理 发 的 
ARAR. AAT He 你 的 头发 由 谁 来 理 呢 ? 他 
无 言 对答 。 因 为 ， 假 车 他 的 头发 击 他 自己 来 理 ， 
违背 了 他 的 规定 ;假若 他 的 头发 由 别人 理 ， 按 照 
他 的 规定 ， 就 应 该 由 他 来 理 ， 这 样 ， 他 自己 又 为 
HOBART. PRET ROM, REE, 
PEWS A, LORIE RM. 

HE REA OENAR FR HG A HE 
明 似乎 有 某 种 类 似 之 处 ， 园 时 又 由 于 它 的 通俗 
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ft, RRA ERC REA RANE. 

ERR BRERA RULE, 
RDP RET MERU RAM RE 
HEAABUMRBERAN, HERA. M 
果 和 否定 了 实 尤 穷 总 体 ， 和 否认 集合 的 客 集 合 运算 ， 
当然 也 就 否定 了 连续 统 假设 这 一 著名 问题 .为 了 
继续 肯定 这 一 问题 的 合理 性 ， 我 们 必须 论证 无 穷 
集合 与 它 的 宪 集 会 运算 的 合理 性 ， 这 就 是 本 章 及 
下 章 的 主要 内 容 。 


2。 简 单 类 型 论 


SR VAP APC RETR RERE: 
一 类 对 象 可 以 含有 此 类 的 整体 作为 元 素 。 由 此 就 ， 
有 一 切 类 所 构成 的 类 还 是 一 个 类 ， 罗 素 称 这 种 类 
为 “不 合法 的 全 体 ”。 他 认为 承认 “不 合法 药 全 
体 ” 就 要 引起 “恶性 循环 的 错误 ”， 从 而 导致 了 
悖 论 ， 可 以 看 出 ， 这 种 “不 合法 的 全 体 ” 与 康 托 
尔 的 “不 协调 的 集合 ”是 一 致 的 。 罗素 认为 只 要 
排除 了 “不 合法 的 全 体 ” 就 消除 了 悖 沦 。 为 此 ， 
他 提出 了 类 型 前 概念 ， 借 以 排除 “不 合法 的 全 
体 ”。 类 型 论 可 分 为 简单 类 型 论 与 分 支 类 型 论 ， 
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简单 类 型 论 拒 集合 〈 闫 ) 、 谓 词 区 分 为 不 同 
的 类 型 ， 就 集合 来 说 ， 可 以 有 下 列 类 型 ， 作 为 内 
次 的 基础 是 1 型 对 象 《 亦 即 光 需 接 受 逻 辑 分 析 的 
坚 始 对 象 ， 这 是 一 些 个 体 ， 比 如 通常 人 们 可 以 把 
自然 数 作为 原始 对 象 ， 不 过 罗素 对 自然 数 还 是 作 
逻辑 分 析 的 》 1 型 对 象 可 以 作为 元 素 组 成 2 者 对 
象 ， 即 1 型 对 象 组 成 的 集 全 或 类 为 2 型 对 象 ; 由 2 
型 对 象 组 成 的 集合 为 3 型 对 象 ， 一 般 来 说 ， 对 于 
EER), n+1 型 对 象 为 由 于 型 对 象 
组 成 的 集合 ， 这 样 ，# + 1 型 对 象 的 元 素 只 能 是 
型 对 象 ， 

Bx ti, oy FRPIBWR: Xs Ya 
Z, oo ETIME Riyoz ERIM 
By KoV BRR RWA RX Yass 
Pr 等 表示 8+1 型 对 象 ， 简 单 类 型 论 要 求 正 
整数 可 以 做 为 型 ， 只 有 正 整 数 才能 做 为 型 ， 并 且 
只 有 形式 为 

XIEXi+s 

的 公 式 才 是 合法 的 初级 公式 。 换 句 话说 ， 对 于 形 
如 xyEx; 的 公式 来 说 ， 当 且 仅 当 j= t+1 时 才 是 
合法 的 。 

在 类 型 论 中 ， 没 有 不 附加 类 型 《或 称 型 》 的 
对 象 ， 也 没有 不 附 吉 型 的 变 元 ， 人 们 不 能 说 所 有 
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PE A fof FO nd, ARE ET A RAT 
Auth. (LB Ay LA be EE 7 Eh 
大 于 1， 如 果 不 满 足 这 样 的 要 求 ， 那 么 一 个 陈述 
Hy We) 就 不 仅 是 错误 的 ， 而 且 是 毫 无 意 
义 的 . 

如 此 考 来 ， 按 照 简 音 类 型 论 的 要 求 ， 已 经 不 
允许 有 “xEx? Be xd” 等 说 法 了 ， 这些 说 
让 不 仅 是 链 误 的 ， 而 芋 是 毫 无 意义 的 ， 因 此 ， 加 
素 悖 论 就 被 排除 了 。 4A, BRT I, BER 
留 集合 论 的 基本 内 容 ， 特 别 是 要 保留 无 穷 集 合 与 
集合 的 基本 运算 《包括 等 集合 适 算 ) 。 为 了 说 明 
这 些 内 容 ， 首 先 需 要 陈述 一 下 简单 类 型 论 所 使 用 
的 形式 语言 。 

这 里 玉 的 形式 语言 ， 除 了 二 面 技 类 型 习 进 揭 
符号 外 ， 还 需要 如 下 的 一 些 逻 辑 符号 《上 见 第 三 
M.4,V.A,7, 0, Y, ae Bob, 还 
需要 形成 合法 的 公式 彻 语句 的 规则 ， 

1) 对 于 任意 的 正 整 数 i ，x; Cxi BAD 
RAR, WAARMER: 

2) 车 4 为 一 公式 , 则 4 也 是 公式 

3) 著 4,B 是 公式 ， 则 (AAB), (AVB), 
(4 一 B) 和 (4Ae>B) 都 是 公式 。 | 

4 ) 车 A(xi) 为 一 公式 , 变 元 x, 在 A(x1) 中 自 
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BBA, WYRA), LAKO 都 是 公式 ， 

5) 公式 都 是 由 上 述 1 (一 4) 获得 的 。 

在 形成 规则 $ 中 指出 ， 当 变 元 x, 在 公式 
A(x Dh Hih KRR, Vx Aœ) Fx, ACx,) 
均 是 公式 ， 在 这 两 个 新 的 公式 中 ，x, 就 不 再 是 自 
由 由 现 了 ， 我 们 称 它 为 约束 出 现 ， 当 一 个 公式 中 
的 所 有 变 元 都 是 约束 出 现时 ， 就 称 这 个 公式 为 一 
语句 或 命题 ， 

其 次 ， 我 们 来 陈述 简单 类 型 论 的 公理 ， 共 有 
三 组 ， 即 外 延 公理 ， 往 括 公理 和 无 穷 公理 。 

EDL WAAC RAR 
等 的 ， 也 就 是 说 ， 一 个 集合 的 所 有 元 泰 都 给 定 
Ot, TR a ESET. 

用 符号 来 表达 这 一 公理 ， 就 是 对 于 任意 的 正 
ORI, A 

Vx pe YY OVE (G EX, z, 
Evia Xia Kise? 

HEAR TEER i, ARA), 
Aa ERR AER, Ey a ERER B 
出现 ， 都 有 

Dy ian VX), E95, AK, 
BREH -EA CHR 
仿 (x1) 的 所 有 有 x,， 亦 即 
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dias = (X A)? 

中 此 ， 我 们 可 以 得 到 两 个 集合 yt 与 zi 的 
FM yi Uti 及 交集 合 yi NZ, WRK 
fu MEE us... A 

Vier = Zar Zes Shean) 
Mpz, Sa t= VK KE zie eas) 
Mrkun WERE. 

ERAR RERFC- TRAV, 
即 存 在 着 无 穷 集 合 。 

关于 无 穷 集合 ， 罗 来 在 他 的 《数理 暂 学 导 
论 》 中 曾 说 ，“ 然 而 如 凡 我 们 要 反对 无 穷 集合 
却 也 没有 确实 的 逻辑 根据 。 因 此 ， 我 们 现在 研究 
MBE, SEMA LAKE, ERRER 
没有 不 合理 之 处 。” 罗 素 不 仅 承认 可 数 无 穷 集合 
及 它们 的 基数 So MAKEN. WR 

“并 不 是 所 有 前 无 穷 集合 的 项 数 都 是 So, AMS 
数 的 项 数 就 天 于 Go. FIE CRIE , 
使 是 无 穷 的 ， 我 们 也 不 难 证 明 2" 大 于 #。 证 明 
了 这 一 点 ， 也 予 人 的 智慧 以 启发，… 缚 。 feg 
事实 上 ， 我 们 将 要 看 到 ，2 铝 将 是 一 个 非常 重要 
的 数 ,…。 在 侣 之 后 ,2 和 ”是 无 窃 基数 中 最 重要 的 
RARR” SEERE. FS BHO SZ 
后 接着 说 ,用 “完全 类 似 的 方法 ,我 们 可 以 从 ea 利 
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VEMS, WHAM BERIT ER 
地 进行 下 去 , 得 到 一 些 新 的 基数 和 新 的 序数 , 没有 
东西 会 限制 我 们 。 现 在 还 不 知道 在 营 的 序列 中 有 
哪 一 个 些 数 等 于 2 ,我 们 甚至 还 不 知道 是 否 可 以 
将 它们 和 2 六 比较 大 小 ;或 许 各 我们 的 知识 相反 、 
2% 可 能 既 不 等 于 , 也 不 大 于 或 小 于 任何 一 个 癌 ”， 

十 分 清楚 ， 风 来 是 肯定 无 穷 集合 、 无 穷 序 数 
和 无 穷 基数 的 。 

在 简单 类 型 论 中 描述 元 穷 公理 ， 必 须 注 意 层 
RRA. MWR, BEM Au H 
CER, AAPM RS oyo RRA 

sxy = Xs {Xixa} 
因此 ，<x;sy4) 是 一 个 3 型 对 象 ， 一 个 关系 是 有 序 
对 的 集合 ， 从 而 它 柴 一 个 4 型 对 象 ， 总 之 ,关于 1 
型 对 象 的 关系 为 一 个 4 型 对 象 ， 我 们 用 We RH 
z: WS 

Witty t= ony E Wa 

不 难看 出 ， 下 述 语 句 保证 存在 着 无 穷 多 个 个 

hs 
IWY Wa Oa 1) 
AW x: Fy W(X 1) 
AX YY YA WY) 
AW. 41) Wes) 
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由 上 述 形式 语言 ， 组 公理 和 初等 迎 辑 航 构 
成 了 简单 类 型 论 的 形式 系统 TT 这样 一 来 ， 简 
单 类 型 论 就 有 两 个 方 本 ， 类 型 分 是 的 直观 模型 和 
形式 系统 了 了， 显然 ， 如 果 我 们 相信 这 一 直观 模型 
在 研究 集合 论 时 的 指导 作用 ， 郑 末 ， 我 们 就 应 当 
相信 .上 述 形式 系统 了 也 能 起 到 这 一 指导 作用 。 垦 
时 假定 有 无 穷 多 个 个 体 ， 并且 从 这 些 个 体 出 发 、 
按 层 次 进行 构造 ， 琉 终 将 作出 层次 结构 见 图 
6.1》 。 那 林 ， 我 们 不 难 相信 ， 上 述 形 式 系统 T 


\ 


图 6.1 类 型 分 层 的 直观 模型 
对 于 这 一 结构 〈 模 型》 来 说 是 成 立 的 。 外 延 公理 
之 所 以 为 真 在 于 每 一 集合 都 是 由 它 的 外 延 决 定 
的 ， 概括 公理 之 所 以 为 真 在 于 : 属于 某 一 类 型 的 
对 象 的 每 一 性 质 都 决定 了 一 个 集合 。 也 就 是 说 ， 
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一 定 存在 一 个 集合 y;,，， 它 含有 具有 这 一 性 质 的 
BNR 无 穷 公理 之 所 以 为 真 ， 在 于 我 们 已 
经 假定 有 元 穷 多 个 个 体 ， 关 出 此 出 发 构造 的 直观 
模型 。 

如 上 记述 ， 如 果 我 们 册 信 按 类 型 分 层 的 直观 
异型， 就 歼 凑 着 我 们 也 可 以 相信 形式 系统 了 了 。 
AT GRE CH LR EMR MK? AEA 
然则 摆 腊 了 “ 丰 合 法 的 全 体 ”， 二 而 也 就 消除 了 
RER- ERE. REIR 


3, BRE 


MAE AAT HRM BR, TEST 
FARR SURED. ARENOR AE HE RA IP 

理 查 德 人 1905 年 给 出 的 导论 是 以 实数 的 定义 
形式 出 现 的 ， 类 似 于 康 托 尔 对 实数 集 台 不 可 数 性 
的 汪 明 。 狄 松 在 1906 年 处 理 语 有 限定 义 性 这 个 概 
念 时 ， 也 得 到 了 与 理 查 德 的 实质 上 相同 的 悖 论 ， 
为 了 确定 起 见 ， 我 们 立论 于 一 种 确定 的 语言 ， 可 
以 是 一 种 形式 语言 ， 也 可 以 是 一 种 自然 语言 。 例 
如 ， 可 以 采用 具有 确定 前 字母 表 、 字 典 及 文法 的 
KE. FERAAOTARTH, GAAS A 
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h CURRANT RAD 。 为 了 通俗 起 见 ， 我 从 
用 汉语 来 描述 这 一 悖 沦 ,。 汉语 的 单词 是 有 限 的 。 
AAA, FEA ARENA IRS 
个 ,不 妨 按 照 字典 顺序 来 列举 所 有 的 语句 : 
SSi taS’ trees 

Ap Me Bi nd BEA GE AS Be BDA 
Wf iomo. 它 在 @ 上 处 处 有 定 X, FAB BA 
也 是 自然 数 。 在 上 述 序列 中 ， 把 所 有 能 够 定义 一 
元 数论 函数 的 语句 都 拿 出 来 ， 同 样 按照 字典 顺序 
进行 故 举 ， 得 到 序列 


Ep EE, Ens ote G1) 
EAI HEM ee 
fesfrsfro stent (6-2) 


现在 考虑 下 述 语 旬 “一 个 盘 数 ， 当 以 任 一 
RER AREA ERLI, EEIE HRR 
值 定义 为 ， 在 上 述 枚 举 〈6.2) 中 ， 把 对 应 于 该 
自然 数 的 函数 在 此 自然 数 时 的 值 再 加 上 一 ”。 

也 就 是 说 ， 当 上 述 语 句 定义 的 通 数 为 了 时 ， 
对 于 任 一 自然 数 壮 ， 了 在 圭 处 的 值 为 有 (GD +1, 
HAG =f,G) +1, BA, 7 是 用 汉语 语句 定义 
THR, HE, CS (62) 中 任何 一 
ABR, TRI 6-2) HA M 
了 所 有 人 能 用 反 语 定义 的 一 元 数论 函数 ， 这 就 构成 
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Toit, MAHA. 

贝 利于 1906 年 又 给 出 了 一 个 更 通俗 的 形式 ， 
为 了 方便 起 见 ,我 们 仍然 用 汉语 来 陈述 这 一 悖 论 
“用 少 于 十 八 个 汉字 不 能 定义 的 最 小 整数 。” 但 
KRANT EUTRE. 因此， 这 条 话 用 十 七 个 
汉字 确定 了 一 个 整数 ， 位 依照 定义 ， 访 整数 不 能 
用 少 于 十 八 个 汉字 来 确定 的 ! 这 一 个 沦 可 以 看 作 
是 理 查 德 性 论 的 变形 ， 

RERET, MAREC RRR A 
SORA, RMIT AMEE AM 
趣 ， 由 于 简单 类 型 论 元 法 排除 理 查 德 停 论 ， 因 此 
罗 罕 又 引入 了 分 支 类 型 论 。 


4, 分支 类 型 论 


SUTRAS RAMEN, TERM, 
当 我 们 把 G-2) 中 所 梳 举 的 函数 看 散 是 一 个 集 
SPR, BAR, HW, ARS R A PY 
RAH, FARES ABT 。 这 种 定义 过 
H, 罗素 称 为 非 直 谓 的 ， 如 果 一 个 对 象 x 具 有 性 
EP, 但 x 的 定义 又 牧 束 于 P， 那 来 ， 相 应 的 定 
SUBAREA. IERIE LE, KA 
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被 定义 的 对 象 已 渗透 到 它 的 定义 里 面 去 了 。 

我 们 重新 考察 康 托 尔 、 布 拉 里 ， 弗 蒂 和 罗素 
Hes, Babe, EAGT ER AER. 
例如 ， 罗 素 壕 论 是 说 、 汇 所 有 的 集合 组 域 的 M 区 
分 为 两 类 ， 第 一 类 是 由 那些 以 自身 作为 自身 的 元 
素 的 集合 所 组 成 ， 第 二 类 INERT) hak 
些 不 以 自身 作为 元 素 的 集合 所 组 咸 。 然 后， 把 出 
MIRARTE TRC Bi, FTE TEM 
HR-F, BMRA. BRA 
JEM, (AR ARR A, WEM Tie. 
AARRE PURATA, WAELE 
HEP, HOME Ree 
概括 为 一 个 总 体 ， 但 在 定义 西数 了 时 又 用 到 了 这 
一 总 体 ， 然而， 简单 类 型 论 不 能 排除 这 一 悖 论 ， 
这 说 明 简 单 类 型 论 不 能 完全 实 脱 非 直 谓 定义 ， 事 
实 也 正 是 恕 此 ， 设 为 一 3 型 对 象 ， 按 照 它 的 概 
GAR, Hee TOMAR, WE 

Ya Exe YA ED, 
APE 23)) 
显然 ，x: 是 一 个 2 型 邓 象 ， 然 而 却 要 依赖 于 ?型 中 
变动 的 辅助 变 元 y, 来 定义 。 这 就 说 明 ”% 是 依赖 于 
一 候 仿 有 %: 在 内 的 整体 来 定义 的 ， 这 正 是 一 个 非 
ERREA. 19004, EMERG, FEREN 
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PARER AMHETHE, KE-TER 
的 论断 ， 亚 性 循环 引起 榜 论 是 他 最 先 指出 的 。 为 
THR RUMP AER TE, BREE TS AR 
型 论 . 

分 支 类 型 论 比 较 复杂 HM, DERA 
论 是 在 简单 类 型 论 的 基础 上 ， 对 于 同一 类 型 的 集 
合 ， 类 与 性 质 〈 谓 词 ) ， 研 按 其 逻辑 复杂 性 区 分 
为 不 同 的 级 ， 例 如 ， 对 2 型 对 象 来 说 ， 不 涉 R iE 
何 2 型 总 体 的 性 质 为 0 级 性 质 ， 而 用 到 某 级 性 质 的 
总 体 所 定义 的 人 性质 租 为 更 高 一 级 的 性 质 。 罗 素 想 
异 此 来 排除 非 吉 调 性质 .他 提出 了 恶性 循环 产 
则 ， 实 际 上 是 避免 恶性 循环 原则 ， 这 一 原则 是 
说 ， 没 有 一 个 总 体能 够 包含 下 列 两 种 元 素 ， 它 只 
能 由 该 总 体面 定义 ， 它 或 者 包括 (或 者 预 先 假定 ) 
该 总 体 ， 这 祥 看 来 ， 人 们 已 经 对 于 悖 论 有 了 个 
充分 的 理 乱 与 解决 方案 了 。 然 而 ， 排 除非 直 亩 性 
质 又 带 求 了 新 的 困难 ， 本 来 人 们 的 日 的 在 于 既 要 
消除 镶 论 ， 又 要 保存 数学 移 基 本 内 容 ， 但 是 在 数 
学 分 析 中 ， 况 其 在 其 基本 概念 中 包含 有 非 直 凋 的 
定义 ， 

例如 ， 对 于 一 个 实数 集合 5， 定义 实数 4 为 
5 的 上 确 界 ， 按 照 越 德 金 的 实 歼 理论 ， 任 一 实数 
都 是 某 一 有 理 数 集合 ， 不 难 证 明 ， 当 4 满足 下 式 
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Yx Eu 当 且 仅 当 当 y(yE SxEY)》 
{6°3) 
时 ，4 REE SY OUR. BR, ER — Be 
JSR ECO. WGI TIED. RIR T 
分 析 学 中 上 确 界 、 人 下 确 界 等 一 系列 基本 概念 ， 从 
而 也 排除 了 实数 的 上 确 界 定理 ， 任 一 非 空 的 实数 
Bo, MRR I, WYA EAR. 这 样 一 
K, 分支 类 型 论 当然 就 不 能 作为 分 析 学 和 表达 数 
学 命题 的 工具 了 ， 这 是 它 的 一 个 严重 缺陷 。 为 了 
补救 这 一 和 缺陷， 罗素 不 得 已 又 增 感 了 一 条 还 原 公 
pany 
“一 切 非 直 谓 性 质 都 有 一 等 值 的 直 调 性 质 ”。 
有 了 这 一 条 公理 ， 人 们 就 可 以 用 直 谓 性 质 来 代替 
非 直 调 性质 。 这 样 ， 实 质 上 等 于 取消 了 分 支 类 型 
论 所 要 求 的 级 的 区 别 。 
19206, FAL PR He I E 
辑 的 与 语义 的 ,前 者 可 以 用 简单 奖 型 论 来 排除 , 理 
ARMOR Te, TG Poe aR AN 
象 语言 中 不 会 出 现 ， 从 而 分 支 类 型 所 引起 的 困难 
Qu ik. ATH, Hee RSH 
德尔 所 取得 的 成 果 的 基础 上 ， 建 立 了 “语言 层 
次 ”理论 ， 不 仅 成 功 地 解决 了 这 种 巾 论 ， 而 且 开 
入 了 认 辑 语义 学 的 研究 方向 。 
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5. 类 型 论 的 影响 


简单 类 型 论 不 仅 已 被 刻 辑 学 家 所 公认 ， 而 且 
在 数学 中 也 产生 了 很 大 的 影响 。 鲁 滨 逊 在 创立 非 
标准 分 析 时 ， 瞩 用 的 型 结 均 与 型 语言 正 是 简单 类 
济 的 推广 ， 集 合 论 模型 中 的 层次 概念 也 是 简单 类 
型 论 的 推广 ， 并 且 是 在 阿 个 方向 上 作 了 推广 一 
是 把 有 穷 呈 次 推广 到 任意 序数 的 层次 ,二 是 把 x E 
?只 限于 x 前 层次 恰好 比 > 的 层次 低 1， 推广 到 
只 要 x 的 层次 小 于 y 的 层次 就 是 合理 的 ， 这 两 项 
推广 ， 使 得 既 保 持 了 理论 的 严谨 性 ， 又 在 应 用 上 
具有 很 大 的 灵活 性 。 

分 支 类 型 论 虽 然 不 能 普遍 适用 了 ， 然 而 对 于 
菜 些 领域 和 菜 些 方法 却 获 得 了 极 大 的 应 用 在 证 
明 连 续 统 假 设 的 相对 协调 性 和 独立 性 时 ， 分 支 类 
型 论 的 思想 也 获得 了 发 展 。 


6。 历 史 注 记 


BR SUM BRB PER GF 
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家 ， 他 是 资产 阶级 哲学 分 析 学 派 的 创始 人 之 --。 
1918 年 因 反 对 第 一 次 世界 大 成 俐 被 鉴 末了 六 个 
月 。1961 年 89 岁 高 答 时 又 因 参 加 群众 性 静 沉 运动 
TREK. RU wT Dl MORES i 
来 。 在 他 和 怀 德 海 全 车 《 数 学 原理 》 这 三 大 卷 本 
的 名 著 中 说 ，“ 本 书 在 两 个 日 的 ， 第 一 是 要 说 明 
一 切 数学 都 可 以 从 符号 逻辑 导出 ， 第 二 是 尽量 找 
出 符号 远 辑 本 身 的 所 有 原理 。” 这 两 点 所 要 地 表 
明 他 对 数学 基础 的 观点 。 


七 希 尔 伯 特 方案 
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1, 历史 背景 


19 世 纪 末 ， 由 于 希 尔 伯 特 等 著名 数 学 家 的 
倡导 ,集合 论 在 数学 中 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 实 数 
理论 已 还 原 到 自然 数 和 无 穷 集 合 了 。 自 然 数 是 人 
们 公认 的 ， 这样， 实数 基础 也 就 还 不 列 集合 论 
了 ， 从 而 当时 的 数学 各 分 支部 以 集合 论 作 基础 
了 ,并 且 人 们 一 度 入 信和 集合 论 是 最 可 靠 的 ,然而 系 
合 论 四 出 现 了 悖 论 ， 这 自然 就 引起 了 数学 家 的 圭 
惊 ， 引 起 了 数学 基础 研究 的 第 三 次 危机 。 PEE. 
图 把 数学 归 约 为 逻辑 ， 当 然后 来 也 没有 达到 预期 
的 日 的 .以 布 劳 维尔 为 代表 的 直觉 主义 者 认为 + 
座 辑 原则 是 不 可 信任 的 .他 们 认为 ， 古 典 逻 辑 不 
RA RIN, TRC ODT TBD AT RR 


146 


R. 被 称 为 半 直 觉 主义 者 的 书 尔 曾 说 ，“ 根 据 我 
的 见解 ， 又 回顾 一 下 历史 ， 可 以 看 出 点 典 逻 辑 是 
从 有 穷 集合 及 共 子 集合 的 数学 让 抽 象 出 米 的 ， 
…。 但 是 后 来 人 们 忘记 了 这 个 有 穷 的 来 源 了 ， 误 
把 还 辑 当 作 高 于 一 切 数学 的 东西 ， 最 后 又 党 龙 根 
据 地 用 和 无 穷 集 合 的 数学 上 去 - ”最 明显 的 对 丰 
穷 集 合适 用 ， 而 对 无 穷 集合 不 适用 的 原则 就 是 整 
体 大 于 它 的 真正 部 分 ， 

直觉 主义 者 其 至 认为 ， 对 于 有 穷 集 合 有 效 的 
排 中 律 ， 也 不 适用 于 无 穷 集 合 。 排 中 律 的 一 般 形 
式 是 ， 对 于 每 个 命题 4 来 说 ，4 真 或 者 非 4 真 ， 
不 能 两 者 都 真 ， 也 不 能 两 者 者 不 真 ， 为 了 说 明 直 
觉 主义 者 的 观点 .我 们 假设 4 是 这 样 一 个 命题 4 

RAS 中 有 一 个 元 素 具 有 性质 P 

当 S$ 为 有 穷 集合 时 ， 我 们 可 以 依次 检验 S 中 
的 元 素 ， 当 发 现 5 中 有 一 个 元 素 具 有 性 质 P， 财 
命题 4 真 ， 当 检验 完 集合 5 中 所 有 元 素 ， 都 不 具 
AERP, WARATA. RE SEHR 
合 ， 不 论 它 的 苑 素 有 网 少 ， 就 是 有 几 亿 个 ， 兄 光 
个 ， 上 述 办 法 在 原则 上 是 可 行 的 。 直 觉 主义 者 认 
为 ， 对 于 无 穷 集合 S 来 说 ,情况 有 了 根本 的 改 
变 ， 要 对 整个 S 作 通 可 的 答 验 ,在 厌 则 上 已 经 不 
可 能 了 。 因此， 他 们 认为 ， 对 于 有 穷 集 合 来 说 ， 
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退 辑 排 中 律 是 一 个 有 效 愿 则 ， 对 无 穷 集 合 来 说 ， 
就 不 是 有 效 的 了 。 

直 党 主义 着 要 求 在 数学 中 只 承认 有 有 穷 对 象 ， 
否认 无 穷 对 象 ， 不 承认 无 穷 集合 的 存在 性 ， 韦 尔 
MER. “ 毫 无 疑问 ， 布 劳 维尔 洗 全 清楚 地 知道 ， 
没有 任何 证 明 再 支持 直列 信仰 ， 把 所 有 肖 然 数 的 
SAMBA AEN RED, oo. BARBOUR 
已 超出 册 一 数 而 跳 到 下 一 数 这 种 步骤 所 已 达到 的 
任何 阶段 ， 它 便 有 进 到 无 穷 的 许多 可 能 ， 但 它 永 
远 留 在 创造 的 形态 中 ， 绝 不 是 一 个 让 身 存在 的 封 
亏 的 领域 ， 我 们 襄 月 地 把 前 者 变 为 后 者 ， 这 是 我 
们 困难 的 根源 ， 停 论 的 根源 也 在 这 里 一 一 这 个 根 
源 比 之 罗素 的 恶性 循环 原则 所 指出 的 具有 更 根本 
的 性 质 。 布 劳 维尔 打开 了 我 们 的 眼界 并 使 我 们 看 
到 了 ， 由 于 相信 了 超出 了 一 切 人 类 的 真实 可 行 的 
“绝对 ”之 故 ， 以 致 十 典 数 学 已 经 远 远 地 不 再 是 
有 真实 意义 的 陈述 句 ， 也 不 再 是 建 基 于 明证 之 上 
WHAT, ” 

直觉 主 义 者 认为 数学 对 象 必须 是 可 构造 的 ， 
数学 的 存在 等 于 可 构造 ， 所 请 可 构造 就 是 ， 或 者 
能 具体 的 给 出 ， 或 者 能 给 出 一 个 可 以 得 到 某 一 对 
象 的 计算 方法 在 古典 数学 中 经 常 使 用 的 非 欧 址 
性 的 间接 的 存在 性 证 明 方 法 ， 直 觉 主义 是 不 能 接 
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受 的 ， 例 如 数论 中 的 最 小 原则 

WRATH RE HARP, WE 
最 小 数 具有 性 质 P， 这 一 原则 的 证 明 很 简单 。 从 
1 开始 , 按照 大 小 顺序 ,一 个 一 个 检验 下 去 一 直到 
n ,在 这 一 过 程 中 ,最 早 遇 到 的 那个 具有 性 质 P 的 
自然 数 k 就 是 那个 最 小 数 ， 这 个 数 必 然 存在 , 因为 
如 时 BUT AD AD BA HERPA, n RE 
那个 最 小 的 数 , 但 直觉 主 义 者 不 能 接受 这 种 证 明 ， 
构造 证 明 必须 具有 两 个 条 件 。 第 一 ，K 几 须 能 真 
正 给 出 ， 其 存在 不 应 通过 引用 排 中 律 , H, P 
必须 是 一 个 可 构造 的 性 质 ， 即 对 应 给 定 的 任 一 
k, 1<k<n, Po) 的 真 或 假 是 可 判定 的 ， 如 果 这 
两 条 不 满足 ， 最 小 数 原则 就 不 能 接受 , 

直觉 主义 者 否认 实 无 穷 ,不 允许 在 含有 实 邯 
穷 对 象 的 数学 理 论 中 使 用 排 中 律 ， 又 坚持 构造 
ELTE, FL, RI WRIT 
分 支 都 要 经 过 重新 审核 . MEOHAR SLAY 
其 冲 ， 经 过 他 们 的 审核 ， 明 然 这 两 门 学 科 的 不 少 
内 容 用 他 们 的 方法 重新 得 到 证 实 。 BE, REE 
要 的 内 容 被 抛弃 了 。 

1922 年 ， 在 汉堡 的 一 次 会 议 上 ， 希 尔 伯 特 惰 
驾 的 指出 ， “功绩 卓著 的 第 一 流 数 学 家 书 尔 和 布 
劳 继 尔 ， 直 过 错误 的 方法 去 寻求 问题 的 解答 ” 
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“ 韦 尔 和 布 劳 维尔 的 所 作 扬 为， 归根 结 底 是 在 步 
柯 朗 尼克 的 后 哇 ! 他 们 将 一 切 他 们 感到 麻 烧 的 东 
酉 站! 地 出 f]， 以 此 来 挽救 数学 …… 他 们 对 这 门 科 
学 大 多 大 系 。 MERZERIET PR 
我 们 就 归 几 险 ,就 会 天 去 大 部 分 最 宝 由 的 财富 忆 


MELS 

HI’, MERU RK 

康 托 尔 的 起 穷 数 ， 

LE FSS SPE ELE — TD BO E 
Ry 

aE PR. 

布 劳 维尔 与 希 尔 伯 特 为 此 展开 了 非常 激烈 的 
争论 ， 希 尔 伯 特 说 布 劳 维尔 使 我 们 失去 了 许多 宝 
赏 的 则 富 ， 而 布 劳 维尔 认为 他 抛弃 的 是 不 正确 的 
东西 ,1923 年 他 说 :“ 不 正确 的 理论 即使 还 没有 中 
到 矛盾 ， 但 仍然 是 不 正确 的 ， 正 如 一 个 菲 元 的 行 
为 即使 还 未 被 法 院 记 发 觉 ， PRERE, ” 
和 希 尔 伯 特 于 1928 年 反 驱 说 ，“ 要 想 从 数学 察 芋 中 
拿 走 排 中 律 ， 这 就 类 似 于 想 礁 走 天 文学 家 的 望 远 
A, RETARA,” 

为 了 捍卫 在 典 数学 的 基本 内 容 并 且 管 复 布 劳 
HEIR ANH BAS ARH Bt, 项 尔 伯 特 提 出 了 关于 解 
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决 数学 基础 问题 的 方案 ， 现 在 人 们 称 它 为 希 尔 伯 
特 方案 。 


2 。 实 无 穷 与 理想 元 素 


如 前 所 述 ， 在 对 待 数学 基础 问题 上 ， 希 尔 伯 
特 既 反对 逻辑 主义 ， 又 肥 对 直觉 主义 

在 1904 年 第 三 次 国际 数学 会 上 ， 希 尔 伯 特 就 
指出 , “算术 常常 被 认为 是 逻辑 的 -部 分 , 当 我 们 
解决 建立 算术 基础 这 个 问题 时 ， 往 往 会 把 传统 的 
迟 输 基本 往 念 当 作 前 担 ， 但 是 ， 如 果 我 们 深入 考 
察 ， 那 航 会 承认 :在 我 们 叙述 传统 的 刀 HE 
里， 已 经 用 到 某 些 基本 的 算术 概念 ， 了 于是， 我 们 
发 现 自己 陷入 了 基 种 循环 ， 这 就 说 明 ， 如 果 我 们 
想 如 免 悼 论 ， 那 就 必须 在 某 种 程度 上 同时 对 逻辑 
定律 和 算术 定理 进行 研究 ，” 这 就 是 说 ， 希 尔 伯 
特 认为 数学 的 基础 不 仅 是 多 辑 ， 应 该 同时 建立 逻 
辑 和 算术 系统 。 

第 尔 伯 特 始终 不 同意 直觉 主义 的 思想 ， 柯 朗 
尼克 的 思想 是 : 疼 数 是 算 本 的 基础 ， 因 而 借 有 有 限 
多 个 整数 而 进行 的 构造 过 积 蚌 判别 数学 存在 性 的 
唯一 可 能 的 标准 。 布 劳 维 尔 和 韦 尔 步 柯 朗 尼 克 后 
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2, WAT REMUS, RAD K 
ARRERA. AAT AG, TERI HR TE 
FRA , WHE PMI MH GF RIA IR. 

FIER, SORE NI FT AR 
SoG UB RS RAC E E, BERERA J E 
尔 那样 抛弃 这 - -部 分 古典 数学 的 内 容 ， 他 认为 喜 
觉 经 验 和 物理 进 界 里 没有 无 展 小 ， 无 限 大 和 无 穷 
和 集合. 无穷 “不 是 给 与 的 ” ， 它 实际 上 是 “通过 
恩 维 过 程 而 被 嵌入 或 首 外 推 的 。” 但 是 ， 数 学 理 
论 的 各 个 分 支 都 包含 有 无 穷 集合 ， 数 学 里 的 自然 
数 集合 ， 儿 何 里 一 条 线段 上 的 点 的 集合 ， 数 学 分 
析 在 一 定 意义 上 是 一 个 “无 穷 的 交响 乐 ”， 由 此 
可 见 ， 在 人 类 思维 过 程 中 ， 无 穷 是 一 个 不 训 献 少 
的 概念 ， 应 当 有 其 合法 的 地 位 。 

由 于 无 穷 不 能 在 经 验 中 直接 验证 ， 希 尔 怕 特 
称 它 为 理想 元 素 ， 并 在 古典 数学 中 应 BA MR 
实 ”命题 与 “理想 ”命题 ,其 机 点 是 :真实 命题 是 
具有 直 党 意义 的 命题 ;理想 命题 古 没 有 直 党 意义 
的 命题 ， 见 是 把 无 穷 作 为 实 无 穷 的 合 题 都 是 理想 
TH. 在 古典 数学 中 除了 真实 命题 外 ， 还 加 上 更 
He, RNTEXTAAR AMR, THe 
使 用 古典 逻辑 的 简单 规则 ， 

把 “还 想 元 素 ”加 入 到 一 个 系统 中 去 ， 是 现 
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代数 学 中 常用 的 有 效 方法 ， 在 数学 理论 中 起 车 很 
重要 的 作用 。 例 如， 在 欧 氏 平面 几何 中 。 现 条 不 
问 的 直线 有 唯一 确定 的 交点 ， 只 要 这 两 条 直线 不 
学 行 。 两 条 平行 直线 没有 交点 。 为 了 排除 这 个 饮 
外 情形 ， 影 色 列 在 地 的 射影 几 和 中， 在 每 一 条 直 
线 上 引入 一 个 无 穷 远 点 《思想 元 素 1 》， 使 得 儿 
平行 直线 都 有 共同 的 无 穷 远 点 ， 不 平行 的 直线 有 
不 同 的 无 穷 远 点 ， 这 些 无 穷 也 点 的 全 体 便 组 成 一 
条 无 穷 远 直线 . 这 条 无 穷 远 直线 可 以 想象 为 射影 
平 刹 上 一 直线 绕 有 穷 远 点 旋转 时 ， 它 的 无 穷 远 点 
运动 的 轨迹 。 引 入 无 穷 远 点 这 个 理想 元 素 以 后 ， 
点 与 线 之 疝 的 结合 关系 就 简化 了 ， 丙 个 不 同 的 点 
决定 唯一 的 直线 ， 两 条 不 同 直线 THRRET 
平行 ) 决定 唯一 的 点 。 又 如 ， 在 代数 里 引入 理想 
元 素 虚 数 ， 可 以 简化 关于 代数 方程 式 的 根 的 定 
再 ,并 使 理论 更 为 完整 ,对 于 一 个 次 代数 方程 有 
没有 报 ， 有 多 少 根 的 根 的 间 题 由 代数 基本 定理 。 
每 个 次 数 大 于 等 于 1 的 复 系数 多 项 式 在 复数 域 
中 有 一 根 ， 出 此 又 可 得 出 :性 何 一 个 次 数 大 于 等 
于 1 工 的 复 系 数 多 项 式 在 复数 域 上 者 可 以 唯一 地 分 
解 成 一 次 因 式 的 乘积 。 给 出 了 确切 的 回答 ， 

希 尔 伯 特 认为 ， 使 用 理 秀 元 素 要 有 一 个 基本 
的 要 求 ， 这 就 是 不 能 产生 矛盾 ,“ 因 为 ,只 有 不 把 


183 


ATED ABT TU BEC TY) BURT, a LH BR 
BUCHMAN? © RNG, LOU 
HANIA JE LBW SL AME BBA K E GB 
Ai], WAYMAN Ge EY ULE POR OA 
BE, CREATORS, LATTA WIE 
完整 。 集 合 论 里 实 无 穷 的 引入 是 为 了 给 数学 分 析 
讽 定 理论 基础 ， 希 尔 伯 特 强调 说 ，“ 如 果 除 了 证 
明 其 协调 性 以 外 ， 还 村 更 进 .- 步 说 明基 - -措施 为 
RAWE, BB AEG AE TE BOT IK, 
FUR, REEDEN, CERBER RH 
Bi. TEAR RLM? . Hit, BLE RCN 
任意 引入 的 ， 必 须要 满足 对 它 的 要 求 。 关 于 无 穷 
前 存在 网 题 ， 希 尔 伯 特 认为 ， 呈 要 一 个 迎 想 元 束 
不 导致 好 加 矛 盾 , 它 就 尽数 学 上 的 存在 ,时 在 1900 
年 他 说 ，“ 如 果 - 一 个 报 念 具有 了 矛盾 的 属性 ， 那 未 
RAB ROMS LR EE, 1 
是 ， 如 果 可 以 证 明 ，-- 个 概念 的 属性 不 会 经 过 有 
穷 步 参 的 地 辑 推理 而 导出 矛盾 ， 那 末 我 说 ， 这 一 
福 念 〈 例 如 ,满足 一 定 条 作 的 一 个 数 或 一 个 函数 ) 
的 数学 存在 性 就 被 证 中 了 >” 。 
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3。 从 相对 协调 性 到 元 数学 


关于 研究 公理 系统 的 协调 性 问题 ， 在 项 尔 们 
特 方案 提出 以 前 ， 对 公理 系统 协调 性 证 明 所 使 用 
AOA, RICE A Eh MA 
用 给 出 “模型 ”的 方法 。 所 油茶 一 公理 系统 的 模 
型 ， 是 措 从 其 它 理论 中 挑选 出 满足 该 公理 系统 的 
对 象 系统 。 也 就 是 说 ， 该 公理 系统 中 每 一 个 对 象 
让 原始 概念 ， 窑 另 一 再 论 中 都 有 一 个 相应 的 对 象 
或 概念 ， 并 红 使 得 该 公理 系统 中 的 公 于 变 成 《或 
HED BREINER WRAY Babe EE 
RE, Bk KAARE LEUK, H, W 
果 由 该 公理 系统 中 将 公理 可 以 推出 矛盾 ， 则 在 另 
一 理论 中 对 “模型 ”中 的 对 象 作 相应 的 推理 ， 就 
必然 会 几 相 应 的 定理 推出 矛盾 来 了 ， 这 与 吨 一 理 
论 协调 性 的 假设 相 冲 突 ， ; 

利用 模型 方法 作出 的 协调 性 的 证 明 只 是 相对 
的 ， 只 有 当 被 抽 志 模型 的 那 个 理论 是 协 请 时 ， 模 
型 所 表示 的 理论 才 是 协调 的 

为 了 绝对 地 证 明 二 典 数 沦 ， 数 学 分 析 和 公开 
集合 论 揭 协调 性 ， 模 型 方法 是 不 可 能 的 ， 内 此 ， 
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要 想 绝对 地 证 明 这 些 理论 的 苏 调 性 ， 就 必须 采用 
其 它 方法 ， 

希 尔 伯 特 建议 采用 一 种 直接 方法 ， 这 种 方法 
省 出 协调 性 的 意义 直接 得 出 来 的 。 协 调 性 的 意义 
在 于 : 在 一 个 理论 中 ,不 能 由 公理 导出 矛 后 命题， 
即 推出 命题 A 及 其 内 定式 非 A ， 闪 此 ， 要 直接 证 
明基 一 数学 理论 的 协调 性 ， 我 们 必须 证 明 一 些 关 
于 该 型 论 本 身 的 命题 ， 特 别 是 该 理论 中 各 条 定理 
的 一 切 可 能 的 证 明 。 于 是 ， 该 数学 理论 本 身 (或 
B RARE?) 便 成 了 另 一 种 数学 研究 的 对 
象 。 这 里 所 证“ 另 一 种 数学 ”， 希 尔 信 特 称 为 
“元 数学 ”。 元 数学 是 研究 对 象 数学 的 基本 工具 ， 
Ak, CASRN, EDR RAB 
辑 和 不 含有 实 无 穷 的 初等 数论 。 

项 尔 伯 特 方案 概括 地 说 就 是 ， 将 直 典 数学 表 
示 为 形式 公理 理论 ， 并 用 有 穷 方 法 证 朋 这 一 理论 
的 协调 性 。 


4， 希 尔 伯 特 方案 的 基本 内 容 


希 尔 伯 特 方案 是 将 数学 理论 (包括 含有 实 无 
穷 的 数学 理论 ) 迁 行 形式 化 的 处 理 ， 建 立 相应 的 
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丧 式 公理 系统 { 亦 称 形式 数学 系统 或 形式 系统 )， 
用 有 穷 方法 全 究 形式 公理 系统 的 形式 定 卉 和 形式 
证 明 ， 并 证 骨 公 理 系 统 本 身 的 协调 性 与 完全 性 . 
具体 地 说 ， 是 指 : 

1) 把 古典 数学 的 每 一 分 支 〈 如 初等 数论 ， 
集合 论 或 数学 分 析 等 ) 进行 产 格 的 形式 化 的 处 
H, MEZRA, METAR GERRY AE 
应 的 形式 系统 ， 使 得 该 分 支 中 每 一 个 数学 命题 都 
可 以 在 相应 的 形式 系统 中 表示 出 来 ， 并 且 给 出 数 
学 定理 的 形式 证 明 。 

2) BUA RRS A ARAMA 
等 数 沦 ， 作 为 研究 形式 系统 的 上 具 ， 这 样 建立 起 
来 的 多 辑 和 数论 称 为 “元 数学 。 

3) 用 元 数学 研究 形式 数学 系统 的 逻辑 性 
质 ， 特 别 是 研究 形式 系统 里 的 证 明 ， 希 尔 伯 特 的 
月 的 是 要 论证 每 个 形式 数学 系统 都 具有 协调 性 ， 
即 形 式 数学 系统 不 包含 矛盾 。 一旦 解决 了 协调 性 
问题 ， 那 么 这 一 形式 数学 系统 所 描述 的 直观 数学 
理论 就 不 会 产生 矛盾 了 。 

4 》 完 全 性 名 题 ， 就 是 要 证 明 每 一 形式 系统 
是 完全 的 。 所 谓 完全 的 是 指 :该 系统 中 任 一 形式 
命 古 在 该 系统 内 ， 或 者 是 可 证 的 〈 当 该 形式 命题 
表述 的 是 相应 数学 分 支 中 的 真 命题 时 ) ， 或 者 是 
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TRH, MAMET ERETTE ABA 
ip BRS Ae HS) BD 

5) 判定 性 问题 ， 希 尔 伯 特 认为 ， 每 一 形式 
系统 存在 … 个 算法 ， 使 得 对 于 形式 系统 内 的 任 一 
形式 命题 ， 按 照 这 一 算法 ， 都 可 以 在 有 穷 步 又 
内 ， 械 械 地 判定 它 是 不 是 一 个 形式 定理 


5。 形 式 系统 


如 上 记述， 形式 系统 的 概念 具有 特别 的 重要 
性 ， 朵 此， 这 里 着 重 前 述 一 下 这 一 重要 概念 。 一 
种 数学 理论 只 有 建立 起 相应 的 公理 系统 以 后 ， 才 
能 被 数学 家 所 承认 ， 例 如 概率 论 ， 在 柯 尔 莫 三 洛 
夫 建 立 概率 的 公理 体系 以 前 ， 很 多 数学 家 根本 就 
不 承认 它 是 数学 。 

形式 公理 学 的 对 象 及 其 性 质 关系 是 通过 一 组 
公理 来 刻 责 的 ， 这 就 要 求 有 一 个 刻画 公理 的 形式 
语言 或 称 符号 语言 。 这 种 形式 语言 比 自然 语言 例 
如 汉语 或 英语 要 更 简洁， 更 规范 和 更 严格 ， 自 然 
语言 按 其 结构 来 说 太 复杂 了 ， 太 不 规则 了 ， 其 用 
法 也 太 含混 了 ， 

这 种 新 的 语言 具有 数学 中 符号 体系 的 一 般 特 
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征 。 例 如 在 懂 数学 中 对 方 释 式 所 作 的 处 理 ， 如 果 
不 使 用 符号 ,完全 用 白 然 语 言 来 叙述 , 那 将 是 过 于 
系 杂 的 。 当 发 现 了 简单 的 符号 记 法 ， 使 得 这 些 符 
号 可 以 依照 形式 规则 来 处 理 ， 这 是 现代 数学 能 够 
前 进 的 强 有 力 的 办 法 之 一 。 伺 是， 在 通常 的 数学 
理论 中 ,只 是 部 分 符号 化 及 部 分 形式 化 ， 在 裔 述 
中 总 有 一 部 分 甚至 大 部 分 足 用 自然 语言 《通过 文 
P 来 表 未 的， 并且 在 挫 理 中 有 一 部 分 是 根据 字 
的 意思 而 不 是 恨 据 形 或 规则 。 

希 尔 伯 特 的 贡献 是 ， 第 一 ， 强 调 一 种 理论 的 
严格 形式 化 ， 包 括 把 意义 完全 弃 掉 ， 其 结果 便 是 
一 形式 系统 ; 第 二 ，、 把 整个 形式 体系 当 作 数学 研 
究 对 象 ， 以 此 区 分 出 对 象 数 学 与 元 数学 ， 

一 个 形式 系统 中 ， 首 先 要 有 一 系列 关于 符号 
的 规定 ， 

规定 几 种 初始 符号 《 玻 称 字母 表 ) ， 

规定 何 种 类 型 的 符 导 串 《或 称 符号 序列 ) 是 
合式 公式 或 简称 公式 ) 

规定 一 些 作为 出 发 点 的 公式 (或 称 为 公 
理 ) ， 

规定 从 基 些 公式 到 革 一 公式 的 转换 规则 (也 
HALA « 

座 上 这 些 帮 则 做 说法 规则 ， 此 外 ， 符 号 要 
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有 解释 ， 即 语义 理论 ， 

粗略 地 讲 ， 形 式 符号 家 相当 于 通常 语言 的 字 
母 表 ， 但 是 在 解释 之 下 ， 有 许多 符号 是 对 应 于 ~… 
个 字 或 一 个 名 对 ,而 不 是 对 应 于 一 个 弟 独 的 字母 
的 。 符 号 惠 是 指 有 穷 个 符号 按照 一 定 有 顺序 排列 起 
米 的 符号 序列 ， 并 上 且 在 序列 中 不 同 的 位 置 上 可 以 
HRA-T+4S. BRAS PER W ALAR, 
要 出 形成 规则 来 确定 ， 这 就 相当 于 一 些 字 排 成 一 
E, 是 不 是 构成 一 个 句子 是 由 语法 规则 确定 的 ， 

关于 形式 系统 还 有 一 个 重要 的 要 求 ， 那 就 是 
对 于 四 个 基本 问题 ， 

1) 一 个 符号 是 不 是 该 系统 的 初始 符号 # 

2) 一 个 符号 串 基 不 是 合式 公式 # 

3) 一 个 合式 公式 是 不 是 公理 

4 ) 从 一 组 公式 是 否 可 以 据 某 一 转换 规则 转 
换 为 某 一 公式 ， 都 要 在 有 穷 步 葬 内 根据 已 给 定 的 
机 械 方 法 作出 回答 。 

HERE, AMP CAAA MA 
穷 迎 辑 来 研究 形式 系统 

FEHR ALAS AGE ER RR SWRA HE 
研究 的 开创 者 , BT, ERMAR BNT RR 
形式 化 妊 论 的 本 质 性 局 作出 了 重要 贡献 ， 

形式 化 是 指 把 各 门 直观 数学 分 别 按 形 式 系统 
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的 要 求 ， 进 行 抽象 加 工 建立 相应 的 形式 公理 系统 
《如 形式 数论 系统 ， 集 合 论 公理 系统 ) 的 过 程 ， 
在 形式 系统 中 允许 含有 实 无 穷 对 象 ， 并 且 排 中 稚 
是 有 效 的 ， 把 数学 分 支 进行 形式 化 处 理 ， 包 括 形 
式 语言 ， 数 学 公理 、 退 辑 公理 与 推演 规则 ， 运 用 
数学 方法 建立 形式 证 明 与 形式 定理 的 概念 。 

ott £85048 AR, 人们 推广 了 形式 系统 的 概 
念 ， 把 具有 一 定 规律 性 的 研究 领域 (不仅 限于 数 
学 ) 抽象 为 形式 系统 ， 通 过 形式 的 研究 所 获得 
的 结果 ， 再 还 原 到 直观 的 领域 ， 这 样 一 来 ， 形 式 
侈 就 成 了 一 种 重要 的 研究 方法 。 


8. HEHE 


有 穷 方法 是 希 氏 方案 的 一 个 中 心 概念 ， 这 里 
对 它 作出 具体 的 说 明 , 它 是 由 柯 妥 尼 克 首 先 拉 出 ， 
并 由 布 劳 维 尔 记 发 展 的 一 种 方法 ， 希 尔 伯 特 坚持 
形式 系统 的 有 穷 特征 ， 因 此 在 形式 系统 的 研究 中 
应 当 采 用 有 穷 方法 。 

HAAR RAT A MEL RAD AN 
方法 ,但 二 者 所 持 的 观点 是 不 同 的 ， 分 核 仍 在 于 
对 于 实 无 穷 的 态度 ， 泊 典 数 学 的 协调 性 亲 题 是 出 
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RIGS Sa, ARARE TIF. 
因此 ， 在 论证 证 内 数学 没有 小 盾 时 ， 不 能 应 用 以 
DAS AAI MB TH, HRB REE H 
ELD TT eA. A UA — RMI AH 
方法 、 WRR, AL BUA CEL, Gk 
就 是 有 穷 观点 ,与 此 相应 的 方法 称 为 有 穷 方 
W. 

形式 系统 中 的 有 穷 方 法 要 求 ， 形 式 系统 的 元 
逻辑 应 当 是 有 穷 训 各 ， 所 谓 元 逻辑 是 指 关 于 形式 
系统 的 描述 与 研究 中 所 使 用 的 逻辑 。 

和 希 尔 伯 特 坚持 的 有 穷 方法 有 见 个 基本 要 求 : 

1) 每 一 步骤 只 考虑 确定 的 有 有 穷 数量. 的 对 
象 ， RURALE, WREEK EA 
无 穷 多 个 对 象 组 成 的 完成 了 的 整体 ) 。 

2) 所 涉及 的 定义 ， 讨 论 吉 者 判断 都 必须 满 
是 ! 其 对 象 可 以 完全 给 出 并 且 它 的 过 程 可 到 彻底 
进行 完毕 的 要 求 ， 

3) 全 称 命题 表达 一 规律 ， 此 规律 对 于 每 一 
个 具体 的 对 象 都 必须 可 以 得 到 验证 .存在 命题 必 
须 能 够 直接 给 出 某 一 特定 的 对 象 ， 或 者 在 原则 上 
SAK, BAAS PRA BR at 
R 

4) 排 中 律 对 于 有 穷 对 象 或 有 一 种 机 械 方法 
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CEA FD RR LAE PUT HR I A AR. 


7。 希 氏 方案 的 影响 


希 尔 伯 特 与 其 合作 者 按照 希 氏 方案 ， 对 数论 
和 分 析 的 协调 隆 进 行 研究 ， 并 取 香 了 一 些 成 果 。 
例如 1927 年 左右 , 阿 克 龟 和 冯 * 诺 依 曼 都 得 到 数论 
协 询 性 的 部 分 成 果 ， 带 尔 伯 特 当 时 并 不 了 解 还 明 
古典 数学 协调 性 的 本 质 困 难 ， 直 至 1930 年 但 还 认 
为 。 只 要 作 出 足够 的 努力 ， 并 卫 对 已 有 结果 作 较 
为 直接 的 扩充 ， 就 能 达到 他 所 希望 的 日 的 

正当 希 尔 伯 特 学 派 满 怀 信心 地 致力 于 希 氏 方 
案 的 实施 时 ， 哥 德尔 给 了 希 氏 方案 一 个 沉重 的 打 
诉 。 这 就 起 1931 年 ， 哥 德尔 在 一 篇 著名 的 论文 中 
发 表 的 关于 形式 数论 系统 的 不 完全 性 定理 ， 如 果 
形式 数论 系统 是 足够 让 官 的 《 即 能 够 表达 算术 加 
法 与 柔 法 〉 和 协调 的 ， 耶 么 这 一 系统 是 不 .完全 
的 ， 并 且 它 的 协调 性 在 系统 内 是 不 可 证 明 的 ， 希 
尔 伯 特 得 知 妈 德尔 的 结果 时 , 十 分 震惊 , 他 随即 决 
定 把 证 明 协调 性 的 有 穷 方 法 加 以 扩充 ， RIM 
穷 归纳 法 作为 证 明 工具 。1936 年 ， 甘 崔 用 超 穷 归 
纳 法 证 明了 形式 数论 系统 的 协调 性 ， 当 然 ， 这 已 
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经 不 是 严格 意义 下 的 有 穷 方 法 了 。 

尽管 哥 德 尔 的 工作 对 希 尔 伯 特 方案 是 一 个 至 
命 的 打击 ， 但 是 希 尔 从 特 为 把 古典 数学 从 矛盾 中 
解脱 出 来 并 使 人 们 获得 白山 的 观念 ， 无 疑 击败 了 
他 的 对 手 位 所 主张 的 束 继 人 们 手脚 的 思想 ， 也 是 
希 尔 伯 特 首先 把 协调 性 问题 提 得 如 此 简单 明白 ， 
这 在 数学 思想 史上 起 的 重要 作用 是 无 法 估量 的 。 

哥 德 尔 认为 ，“ 虽 然 有 了 我 的 否定 结果 ”， 
希 尔 伯 特 方案 “ 仍 不 失 其 重要 性 ， 并 继续 引起 人 
们 的 高 度 兴 趣 ……， 已 证 明 的 只 是 :不 可 能 达到 
希 尔 伯 特 心 日 中 特定 的 认识 论 日 标 ， 这 一 昌 标 是 
BATA TAK EAH PAERRW SHRM 
样 县 体 和 一 用 了 然 ，? 

哥 逢 尔 还 说 ，“ 从 纯粹 的 数学 观点 来 考虑 问 
R GOE ARR, KRATA EBE OIH 
BALAA ERD 为 基础 的 协调 性 证 明 ， 答 
好 是 人们 所 感 尖刀 牺 ， 人 人们 通过 这 些 证 明 能 效 得 
非常 重 昌 见解 ， 从 而 君 清 数 学 的 证 明 的 结构 。 当 
然 ， 基 于 形式 化 的 研究 方法 ， 能 否 对 于 古典 数学 
的 协调 性 进行 构造 主义 的 证 明 ， 以 及 如 朵 可 能 的 
W, 又 可 以 解决 到 什么 程度 这 样 一 个 问题 并 没有 
解决 . ” 

“至 于 说 到 我 的 否定 结果 ， 我 觉得 它 的 重要 
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性 在 于 以 下 的 事实 : 在 很 多 情况 下 ， 它 们 能 够 判 
断 或 猜测 希 尔 伯 特 方案 的 其 个 特殊 部 分 ， 能 否 在 
给 定 的 元 数学 假设 于 彻底 进行 ? 。 

希 尔 位 特 方案 虽然 不 能 实现 ， 但 是 ， 他 提倡 
的 有 穷 带 辑 和 元 数学 方法 ， 随 着 数理 逻辑 和 计算 
机 科学 的 发 展 而 得 到 迅速 发 展 ， 并 且 有 着 广泛 的 
应 用 . 日 前 ， 计 算 机 软件 ， 智 能 工程 等 方面 的 元 
偿 辑 、 元 语言 等 都 是 希 氏 方案 中 逻辑 思想 的 深化 
与 推广 ， 正 此 在 这 个 意义 上 ， 我 们 说， 希 氏 方案 
不 仅 促进 了 小 辑 学 的 新 纪元 的 诞生 《这 个 新 纪元 
标志 是 哥 德 尔 的 结果 与 方法 ) ， 而 且 促进 了 逻辑 
与 数学 的 广泛 应 用 ， 形 成 了 一 系列 新 的 研究 A 
iR. 


8。 历 史 注 记 


1) 希 尔 伯 特 是 德国 著名 的 数学 家 。 他 精力 
RM, BF 独创 精神 他 多 才 多 艺 ， 兴 趣 广 
泛 ， 是 许多 数学 领域 的 开拓 者 。 特别 是 在 代数 
数 、 代 数 不 变 式 、 几 何 基础 和 数学 基础 方面 都 必 
出 了 巨大 的 贡献 ,一 般 认 为 他 是 形式 主义 的 葛 基 
人 ， 但 他 本 人 并 不 自命 为 形式 主义 者 。1900 年 他 
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把 算术 公理 的 协调 性 列 为 其 名 的 二 十 三 个 问题 时 
的 第 二 个 ，1904 御 以 后 主要 精力 放 在 积分 方程 及 
物理 学 公理 化 方面 。 从 1917 年 起 ,为 了 从 直觉 主 
义 老手 中 挽救 十 典 数学 ， 他 用 了 二 十 多 年 的 时 间 
从 事 寺 数学 基础 的 研究 ， 

2) 布 劳 维尔 是 荷兰 人 ， 现 代 直 觉 主义 的 葛 
HA. 在 1907 年 的 简 上 论文 中 瘟 述 了 他 对 数学 基 
础 问题 的 观点 。 他 认为 数学 思维 是 头脑 中 的 自由 
创造 ， 与 我 们 经 验 的 世界 无 关 ， 有 点 象 是 自由 设 
计 ， 只 受到 应 以 基本 数学 直观 为 能 础 的 限制 ， 岂 
定 概念 的 自 确 性 是 直 党 ， 闪 不 是 经 验 和 逻辑 。 作 
为 一 个 数学 家 ， 他 在 拓扑 学 。 李 群 、 几 何方 面 都 
有 出 色 的 工作 . 

3 ) 韦 尔 本 是 希 尔 伯 特 的 学 生 ， 1920 年 在 苏 
歼 士 数学 会 上 宣布 ，“ 我 现在 放弃 我 自己 的 尝试 
而 赞同 布 劳 维尔 的 观点 。” 从 而 又 利用 自己 的 文 
学 天 才 ， 使 布 劳 维 尔 的 思想 得 到 更 广泛 的 传播 。 
这 更 使 希 尔 信 特 感到 不 安 ， 所 以 积极 考虑 保卫 古 
典 数学 的 问题 。 

4 》 彭 色 列 是 法 国 的 一 位 工程 师 兼 将 军 . 他 
最 时 探索 几何 图 形 在 投影 与 截 影 下 保持 不 变 的 性 
质 ， 这 是 亿 及 共 后 继 者 研究 的 主题 ， 即 现代 射影 
几何 的 内 容 。 


八 集合 论 的 ZF 公理 系统 
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WT RARDIN, CATER 
RCA NAD, 20a T RA 
理学 的 研究 方向 。 5 

SEDO AR ME MOL E A 
的 ,他 在 整 再、 总结 古 代数 学 的 丰富 知识 时 ,运用 
了 亚 里 二 多 德 的 多 办 方法 ， 选 择 少 数 基本 概念 的 
命题 ， 作 为 定义 、 公 理 与 公设 ， 使 它们 成 为 几何 
学 的 出 发 点 和 未 辑 依据 ， 然 后 推出 一 些 命题 ， 从 
而 闭 得 一 系列 的 几何 定理 KELAR IELA 
知识 系统 化 ， 而 且 也 消除 了 几何 学 中 的 2e 
a 

自 欧 儿 里 得 创立 第 一 个 数学 公理 系统 以 后 ， 
公理 方法 一 直 是 数学 的 一 种 重要 方法 。 当 一 门 数 
学 《 基 至 其 它 学 科 ) 发 展 到 相当 成 熟 的 阶段 时 ， 
人 们 就 使 用 公理 方法 进行 综合 整理 ， 从 击 效 得 更 
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加 系统 的 知识 ， 同 时 也 可 以 发 现 并 消除 某 些 逻 辑 
隐患， 

公理 化 的 实质 就 是 ， 从 一 些 不 如 定义 的 术语 
出 发 〈 这 些 术 语 的 性 质 用 公理 规定 ) ， 运 用 一 定 
的 推理 方法 ， 推 导出 这 些 公 至 的 掩 论 ， 妆 然 ， 对 
于 每 个 公理 系统 必须 确立 协调 性 、 完 全 人 性 和 独立 
性 等 根本 问题 ， 

值得 注意 的 是 ， 现代 的 公理 系统 和 古典 的 公 
理 系统 有 很 大 的 差别 。 现 代 公理 系统 的 一 个 重要 
特征 是 它 的 严格 性 ， 严 格 性 要 求 ， 在 进行 推理 时 
.所 遵循 的 推理 规则 ， 必 须 是 已 经 给 出 的 并 且 是 非 
常 明 祝 的 ， 凡 是 没有 给 出 的 推理 规则 ,不 论 它 多 
么 明显 ， 都 绝对 不 多 许 使 用 ， 除 了 已 给 的 公理 和 
已 经 证 明 的 定理 处， 在 证 明 过 程 中 不 准许 附加 其 
它 前 提 , 也 不 能 有 其 它 隐 含 的 前 提 , 风 外 几何 作为 
一 个 公理 系统 , 不 能 满足 上 述 严格 性 要 求 ,在 现代 
公理 学 里 ,公理 以 及 进行 推演 所 遵循 的 规则 都 是 
明确 给 出 的 ， 面 且 是 用 严 遵 的 语言 陈述 出 来 的 。 

现代 公理 学 的 男 一 个 特征 是 选取 公理 时 记 依 
据 的 标准 。 吉 上 典 公理 系统 中 的 公理 的 真实 性 是 极 
其 明显 而 直接 的 ,而 在 现代 公理 系统 中 ， 作 为 公 
理 的 命题 必须 能 够 充分 地 确定 所 处 理 的 对 象 的 特 
E. 因此， 一 个 命题 可 能 由 于 这 样 或 那样 的 原因 
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而 被 选取 为 公理 ， 它 的 真实 性 不 一 定 比 由 它 导出 
的 定理 更 为 明显 ， 更 为 直接 ， 这 就 是 说 ， 公 再不 
一 定 都 是 自明 的 命题 ,当然 , 公理 还 要 满足 其 它 一 
些 条 件 ， 例 如 要 彼此 独立 ， 不 会 导致 矛盾 等 等 。 

第 一 个 对 集合 论 进 行 公理 化 研究 的 是 德国 数 
PREPS. WU CH RAET REBT 
RSMRA AIM. RCRA A 
BRARELNA SUR — Pek, BAB 
RRR AR OR eR. 190848, 
蔡 梅 罗 首 先 建 立 了 集合 论 的 一 个 公理 系统 ， 他 的 
计划 昆 , 只 准许 那些 看 来 不 大 会 产生 矛盾 的 “ 闫 ? 
HEAR Gib. HWER, EM PR, WR 
自然 数组 成 的 类 ， 署 来 是 一 些 安全 的 类 ， 从 它 所 
形成 的 一 些 类 ， 诸 如 任何 一 个 子 类 ， 安 全 类 的 并 
都 是 安全 英 。 但 是 ， 他 排除 了 求 补 集合 的 运算 。 
因为 即使 4 是 -- 个 安全 类 ，4 的 补 燃 ， 即 在 对 象 
的 某 个 大 宇宙 中 所 有 的 非 A ， 也 未 必 是 安全 类 。 

蒙 梅 罗 的 公理 系统 经 过 弗兰克 尔 和 斯 科 伦 的 
改进 与 完善 ， 形 成 了 今天 著名 的 葡 梅 罗 一 - 婴 兰 
克 尔 集合 论 公理 系统 ， 简 称 为 ZF 集合 论 A MR 
统 。 

除了 ZF 公理 系统 以 外 ， 常 用 的 集合 A BE 
RELARG. WREAU, Ji RR MAR 
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德尔 加 以 改进 ,简化 的 公理 系统 ,简称 为 NBG 系 绕 
或 ZB 系统 ， 另 外 ， 还 有 一 些 其 它 的 集合 论 公 玲 
系统 。 

从 现在 的 情况 看 来 ， 最 引 人 注 目的 是 ZF 系 
统 。 因 为 集合 论 的 ZF 公理 系统 ， 对 于 发 展 可 以 
说 其 全 部 古典 分 析 所 需要 的 集合 论 是 适当 的 。 而 
且 迟 论 也 可 以 避免 到 这 样 的 程度 ， 即 至 今 在 这 个 
理论 之 内 还 没有 发 现 了 矛盾 。 我 们 这 一 章 就 必要 简 
明 扼要 地 介绍 一 下 ZF 系统 。 

这 全 系统 主要 有 ， 形式 语 言 、 逻 辑 公理 和 推 
理 规 则 以 及 非 逻辑 公理 。 这 是 我 们 曾 在 希 尔 信 特 
方案 中 提 到 的 一 个 具体 的 形式 系统 。 


1。2ZF 的 形式 语言 


在 对 集合 论 进行 公理 化 研究 时 ， 首 先 要 陈述 
使 用 什么 样 的 语言 。， 人 们 日 常 交往 中 使 用 的 语言 
我 们 称 它 为 自然 语言 。 自然 语言 中 有 很 多 含 渴 之 
处 , 不够 精确 、 往 往 一 句 话 对 不 同 的 人 有 不 同 的 
理解 ， 所 以 不 能 作为 集合 论 的 语言 、 

为 什么 在 其 它 数 学 分 支 的 研究 中 东 太 强调 诺 
言 问题 ,而 在 集合 论 研究 中 要 特别 强调 呢 ? 这 是 
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因为 集合 论 是 其 它 数学 的 语言 ， 在 -- 定 意义 上 又 
形成 了 其 它 数学 的 基础， 并 且 在 集合 论 中 并 不 是 
每 一 个 “对 象 的 整体 ”都 尼 集 合 ， 而 在 其 它 大 多 
数 数学 分 支 中 ， 每 一 个 “对 象 的 整体 ”总 是 集 
合 、 我 们 在 选择 语言 时 ， 希 望 这 种 语言 是 足够 丰 
富 的 ， 使 得 我 们 既 能 够 使 用 它 发 展 集合 理论 ， 又 
竖 出 所谓 元 数学 中 使 用 的 语言 要 简单 些 。 

自然 语言 是 用 文字 来 表达 的 。 汉 语 用 汉字 来 
表达 。 英 语 通 过 荧 文 来 表达 ， 而 务 种 语言 文字 无 
非 是 一 些 符号 ， 通 过 一 定 的 语言 规则 形成 的 符号 
序列 ， 来 表达 其 涵义 的 。ZF 系 统 使 用 的 语 表 是 
形式 语言 ， 这 种 语言 是 由 形式 符号 与 形成 规则 组 
成 的 。 

1》 形 式 符号 

ZE 形式 语言 的 形式 符号 包括 五 类 。 

CL) 变 元 符 导 ，x ，y,% 等 等 ,有 时 也 可 
CARINE AR, Mas yo agi. ABST 
能 是 集合 ， 变 元 的 数 日 有 可 数 多 个 。 

(2) 隶属 符号 ，E， 当 写 出 x Com, # 
示 集 合 x 是 集合 ? HLR. 

G) 等 词 符 导 ，= ， 当 写 出 x=y 时 ， 表 示 
集合 x 与 集合 9 是 同一 个 集合 。 

O SHG3. 1 GHD. A Ok 


Ww 


词 》，V GR), > GD). O 
AWD , 2 CARD, Y GERD. 
己 与 9 统称 为 量词 。 

(5) TORIES, ERS G HD. 

正如 我 们 在 第 七 章 形式 系统 一 节 所 说 的 ， 形 
ESS AEA PAE EMPL. LERF 
FR RTT LL EM SA HU 
US MUR EERE. (LI SUM, a 
KAPMER RAMAERR DIES TTI, R 
THEA AL, Wh HR AS A M PARR, 
而 不 能 当 作 通 常 这 些 符号 所 表示 的 意义 .我 们 只 
假定 ， 每 当 一 些 形式 桨 号 出 现时 ,我 们 可 以 辨认 
出 哪些 是 祖 同 的 形式 符号 ， 哪 些 是 不 相同 的 形式 
符号 ， 哪 些 林 是 我 们 这 里 的 形式 符号 。 

2) 形成 规则 

CARE, (CFF AER ENAKAN] 
HBE, TURE LR, WWF 
排列 成 一 个 序列 ， 形 成 一 名 话 才能 反映 A 
想 ， 而 且 ， 并 非 任 一 文字 序列 部 有 意义 ， WEE 
母 排 成 的 序列 毫 匹 意义 ， 只 有 那些 有 意义 的 字 生 
序列 才 是 人 们 感 汉 趣 的 。 对 于 形式 语言 来 诸 ， 也 
有 类 似 的 问题 。-- 个 符号 序列 ， 只 有 满 尽 一 定 条 
件 才 是 我 们 考虑 的 对 象 。 这 就 是 形成 规则 所 要 解 


175 


决 将 问题 。 

ZF 语言 的 形成 规则 有 ， 

(1》 当 XxX， 是 变 元 时 ，xEy 和 x sy 是 合 
式 公式 ， 并 且 称 变 元 x，? 在 合式 公式 中 是 自由 出 
现 的 。 

(2) WRA, BHARAK, WA, 
(ANB) , (AVB), (A+B) (AB) 
都 是 合式 公式 〈 其 中 的 括号 可 以 省 略 不 写 ) ;在 
合式 公式 为 中 自由 出 现 的 变 元 ,在 可 4 中 也 是 自 
由 出 现 的， 在 合式 公式 4 或 者 8 中 自由 出 现 的 变 
Th, 在 A 人 B，AYB，A 一 B 与 A@B 中 都 是 肖 由 
出 现 的 . 
G) WRA (是 一 个 合式 公式 , AXE 
A (Cx) WAHRER IUI eA Ge) A AO 
BRAR, HHG EIA AV XA (Xx) 
是 约 划 出 现 的， 其 它 变 元 是 约 来 的 还 是 自由 的 
都 与 原来 的 合式 公式 中 相同。 

《4》 只 有 由 (31)、(2)、(3) 这 三 条 形成 
的 才 是 合式 公式 。 

形成 规则 诬 定 了 哪些 符号 序列 是 合式 公式 ， 
哪些 不 是 。 经 过 解释 以 后 ， 合 式 公式 是 具有 一 定 
意义 的 符号 序列， 不 是 合式 公式 就 是 没有 意义 的 
符 导 序列 。 任 给 一 符号 序列 〈 当 然 是 要 求 由 有 穷 
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MES SURED BBE BUC, (23, 3 )， 
经 过 有 穷 于 又 的 兴 验 ， 都 末 以 判定 它 是 否 是 一 个 
合式 公式 ， 形 成 规则 (4 ) 超 了 封闭 独 用 ， 就 是 说 
只 存根 据 前 三 条 形成 的 才 是 合式 公式 。 
为 了 叙述 方便 ， 今 后 把 合式 公式 简称 为 公 
式 。 
当 一 个 公式 中 没有 自 电 出 现 的 变 元 时 ， 就 称 
它 为 一 个 语句 或 者 命 古 。 
例如 ， 符 号 序列 
Y xy HCW ra ExozrEy)-—>x=y) 
不 仅 是 一 个 公式 ， 而 且 是 一 个 语句 。 因 为 由 形成 
规则 (1) 知 
2Ex, ZEY, X59 
都 是 公式 ， 由 形成 规则 (2 ) 知 
LEXE—IZEY 
是 公式 ， 且 x，? 和 :都 是 自由 出 现 的 ! 出 形成 规 
则 (3 an 
VeG@exozey) 
ROK, Us 和 ? 仍 是 自由 出 现 的 ，z BAK 
出 现 的 ;再 由 形成 规则 ( 2 ) 知 
Yzłzéxezčy)—x=y 
是 公式 , 且 x 和 y 还 是 自由 出 现 的 ;最 后 再 次 利用 
形成 规则 (3 ) 邑 知 所 给 符号 序列 是 一 公式 ， 具 其 


177 


HAGA Tox, YA: AURA TE I, MUE 
个 语句 。 

从 这 个 例子 我 们 看 到 ， 给 定 任何 一 个 有 穷 符 
号 序列 ， 根 据 形成 规则 ， 我 们 总 可 以 用 机 械 方 
法 ,在 有 穷 步 又 内 判断 它 是 不 是 一 个 公式 。 是 不 
是 一 个 命题， 

为 了 简便 起 见 ， 我 们 把 ZF 形 式 语 言 记 作 吧 , 
ELYRAPAED, 因而 许多 已 知 的 集 仓 , 例如 
空 集中 就 无 法 表达 ， 也 没有 函数 符号 。 实 际 上 。， 
这 些 常 项 与 画 数 都 可 以 用 我 们 将 要 叙述 的 ZF 公 
理 去 定义 的 。 这 些 被 定义 了 的 集合 ， 或 集合 的 运 
F, 又 可 以 作为 广义 的 形式 对 象 加 入 形式 语言 之 
中 ， 这 种 扩充 了 的 语言 我 们 称 为 半 形 式 化 语言 。 
THERA- MEERA, EZPARA P 
的 符号 稍微 扩充 一 个 。 


2， 远 辑 公理 和 推理 规则 


HH, 我们 在 乡 中 增添 个 体 常 项 符号 和 阔 数 
符 导 (它们 都 可 以 是 任意 多 个 ) ， 这 样 扩 充 后 的 语 
党 记 作 乡 。 相 应 地 ,对 形成 规则 也 要 作 些 补 
充 。 ` 
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项 的 形成 规则 ， 

1) 变 元 是 项 # 

2) 个 体 常 项 是 项 

3) PHM BRS, hs tee osti 
WH, WWF, tay rey ta) 也 是 项; 

4) 项 都 是 经 有 穷 次 使 用 1) . 2). 3) 
获得 的 。 

Fibs $ EIRA o 《〈 白 然 数 集合 ) 是 项 ， 
Rx, VER., P), PO), Plo) 及 xUy 都 
是 项 . 

在 公式 的 形成 规则 中 ， 把 变 元 改 为 项 即 可 。 
BRE — SS Ee 

假若 4(zx) 是 一 个 公式 ， 变 元 x 在 其 中 是 自 
由 出 现 的 ，t 是 一 个 项 。 我 们 用 (表示 把 公式 
A() 中 x 的 每 一 自由 出 现 都 换 为 + 所 得 到 的 结 
果 。 这 时 ,我 们 称 4 愉 是 把 公式 入 (x 中 x 的 每 
一 自由 出 现 都 代入 项 + 的 结果 。 

Pilih, WAC) ;=xEyA 人 Yx(xUzEy)， 则 
及 人 D 应 为 LEy 八 Yx(xUzE)， 这样 代入 可 能 会 
击 现 新 情况 ,使 代入 的 结果 和 原来 的 公式 所 表达 
的 意思 完全 不 同 了 。 例 如 ， 设 

AW = y= ty). 
刚 4( 委 表示 集合 x 是 一 个 单元 集合 ， 但 当 取 项 * 
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为 ? 作 代 入 ， 得 到 

AW) = Fly y= ty} 
这 就 不 再 表达 ?是 单元 集合 这 -事实 了 .又 如 ， 
设 

A) = DyvGE e@AxC@Ax) =2y4 1) 
MWA CO RRR x 是 ~ 个 有 数 。 取 项 + 为 y+1， 
代入 后 得 到 

AY+D = SyQeaAyt leary 1 

=2yt1) 

这 不 能 表 运 ?+ VES, TR © ht 0 这 个 数 ， 
因为 只 有 零 才能 等 于 它 的 二 倍 。 上 述 例子 说 明 ， 
在 作 代入 时 ， 对 项 + 要 作 一定 的 限制 ， 要 区 分 可 
代入 的 与 不 可 代入 的 。 

对 于 项 ， 如 果 ? 是 上 中 出 现 的 变 元 ， 在 形 
DHS BARS WIR A A 中 有 出 出 现 的 变 元 
x, WAR eT A A A x 是 十 代入 的 , 否 
则 称 为 不 可 代入 的 。 例 如 在 上述 的 两 个 例子 中 ， 
AG) = 习 yB， 在 习 yB8 中 含有 A(x) 中 自 出 出 
现 的 x ,因而 上 对 x 在 4 中 是 不 可 代入 的 ,不 难看 
H, REEERE, Mt 为 y+1,A (x) =xEoAy 
Eorsi yi Bt, Ys EAR AG) 中 是 何以 代 
入 的 。 今 后 , 当 我 们 写成 4 N 时 都 意味 著 1 对 
A (x) PRI EAR AI. 
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1) ERA 
现在 给 出 一 只 逻辑 的 逻辑 公理 ， 共 有 四 条 ， 
C1) 命题 公理 模式 (通常 也 叫 排 中 律 》。 
一 个 命题 或 者 是 真 的 ， 或 者 是 假 的 ， 并 且 二 者 居 
其 一 旦 仅 居 其 一 。 因 此 ， 对 于 任 一 命题 4， 
AVUABBRM. TEH: 
A ER 
AVIA 
其 中 有 4 为 任意 一 个 命题， 
C2) 代入 公理 模式 ， 
At) —>HxA (x) 
其 中 4 为 任 一 公式 。 
(3) HSA 
VX(x=x), 
C4) 便 等 公理 复式 ， 
VA VX Vy Y Ya CX 
ann Axe 
= Yar ty oy Kad 
= £01, oy Medd 
VxVylx= vA Ale) —>Aly)) 
(2) 推理 规则 
~~ FERRERS PRE, 
《1》 从 和 推出 BVA、 意 思 是 《如 果 4 是 真 
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B, 那么 B 或 4 就 是 真 的 ，” 由 于 前 件 中 没有 析 
取 而 后 件 引 入 了 析 取 ， 这 个 公理 又 称 为 《VY 引入 
R”, 

(2) MAVARRA. HEE“ WRA 或 
AER, WAAERH. ” BAA ANKA 
RRR”. 

G) MAV (BVC) 推 出 (AVB) VC, Ba 
析 取 词 适合 结合 律 。 

(4) 从 4AVB 和 ”4AVC 推 出 BYVC， 意 思 是 
# 和 如果 A 或 B 真 并 且 非 4 或 C 真 , 那么 B 或 C 
Hq.” 

《5》 如果 x 在 日 中 是 不 自由 的 , 则 可 从 
有 一 *8 惟 出 习 x4 一 >B, 所 谓 x 罕 中 是 不 由 由 
的 ， 是 指 x 不 能 在 也 中 自由 出 现 ， 当 然 多 许 x 在 
卫 中 约束 出 现 。 


3。ZF 公 理 系统 


ZF 公理 系统 包括 下 述 九条 非 逻 辑 公理 ， 现 
分 述 于 下 ， 并 给 出 一 些 必 要 的 谎 明 。 

1》 外 延 公理 

这 一 公理 是 说 “ 任 一 集合 完全 由 它 的 元 素 所 
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决定 ，” 用 2F 形 式 语言 表示 为 
VavVy(V (2 xe->2 Gy) —>x= y) 
换 句 话说， 如 果 集 合 x 和 ?有 相同 的 元 素 ， 那 来 
这 两 个 集合 是 神 等 的 。 
2 》 空 集合 存在 公理 
这 条 公理 是 山 《 存 在 着 一 个 集合 ， 它 没有 任 
何 元 素 。、” 用 ZF 形式 语言 表示 为 
FAyvxCixey) 
换 旬 话说 ， 存 在 一 个 集合 》， 对 于 任意 集合 x ， 
x 都 不 属于 集合 y， 这 就 是 空 集 合 。 
根据 外 延 公理 ， 空 集合 是 唯一 的 。 因 些 ， 仿 
址 直观 集合 论 ， 仍 用 符号 天 示 空 集合 。 
3) 死 序 对 集合 存在 公理 
这 条 公理 是 说 “任意 给 出 两 个 集合 # 竹 ?， 
存在 着 第 三 个 集合 z ，z 的 元 素 恰好 有 两 个 ， 一 
个 是 x ， 另 一 个 是 ?2”。 用 符号 写 出 来 就 是 
VxAyIZY tLEZe St= XxVt=») 
RRA MTA RE y, FER 
Basix, yb Maxx ?时 , 保证 存在 单元 集合 {x} 。 
出 公理 2 ) 和 3 ) ,我 们 从 中 开始 ,可 构造 许多 
SA HAG), fA, (Odds (bs (be {6}}}, e, 
(Odd, 4b, 4b, AOD SAE. AE Be, 
只 能 构造 依存 一 个 元 素 或 者 两 个 元 素 的 集合 ， 丽 
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不 能 构成 含有 更 多 个 元 素 的 集合 
4 ) 并 集合 存在 公理 
这 条 公理 是 说 “对 二 任 给 一 个 集合 < ， 存 在 
一 个 新 的 集合 ?，? 是 招 x 的 元 素 的 元 素 汇 集 在 
一 起 所 形成 的 集合 。” 记 作 y = Ux, ZF 形式 
语 莉 写 出 求 就 是 
Vary Ve Eye Fe € HATE x) 
换 句 话说 ， 一 个 集合 x 的 并 集合 Ux 是 由 x 的 元 
素 的 元 素 组 成 的 集合 。 这 一 公理 保证 任意 集合 的 
并 集合 的 存在 性 , 当 x = {y,z} 时 , Ux= U yah = 
yUz, 即 任 二 集合 的 并 是 集合 ， 
5) 者 集合 存在 公理 
这 条 公理 是 说 “任意 的 集合 x ，BP(x 也 是 
一 个 集 含 ，” 用 ZF 形 式 语 家 可 写成 
Vay Ysa Ey VEE 
tEx)) 
显然 ，vY 1(Ez 一 ?1E x 表示? 的 任意 一 
个 元 素 上 都 是 x 的 元 素 , 即 z 是 x 的 子 集合 ,仿照 
HMRI cx, AAMT HE 
YAY YZ Eyez) 
CSxX 已 不 是 ZF 的 形式 语言 ， 此 式 为 半 形 式 化 语 
宫 所 表示 的 公式 )》 ， 因 此 ， 满 足 这 一 公理 的 集合 
VERE x ORE, 
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仅 有 以 上 五 条 公理 ， 不 能 保证 存在 一 个 无 
集合 ， 即 元 素 为 无 穷 多 个 的 集 含 。 为 了 叙述 无 穷 
集合 存在 公理 ， 我 们 先 陈 述 集 合 论 的 一 个 基础 公 
理 


6) EW AR, BMsca Ae 
Vx(Sy Cx) —> SyG ex Ve 
QEY 1) 

SyQCx) RW x BIL RA, Mees, 
V2(z€y—> 12x) RAK V RER 都 不 是 
xR, WRAY Gx 没有 公共 元 素 ， 仿 直观 
集合 论 ， 记 作 y 站 x = 四 ， 这 一 公理 用 半 形 式 化 语 
言 表示 为 

Vao —> ayy ExAyNx= p) 
因此 ， 这 一 公 旦 就 是 说 “对 于 任意 一 个 非 室 和 集 
合 x ， 帮 存在 它 的 一 个 元 素 》， 使 得 》 的 任何 元 
素 都 不 是 x 的 元 素 ，” 换 名 话说， 这 条 公理 肯定 
任 一 非 空 集 含 都 存在 有 一 个 极 小 元 。 这 条 公理 的 
目的 在 于 排除 具有 xE RA GE) RA 
x 。 它 是 对 集合 的 一 种 限制 ,也 称 为 限制 公理。 

1) 无 穷 公理 〈 或 称 无 穷 集 合 存在 公理 

这 条 公理 青 定 “ 存 在 一 个 集合 ， 它 月 无 罕 多 
个 元 素 。” 用 符号 表示 出 来 就 是 

Axy Vex A VzeG@Ex—2U 
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{z}Ex)) 
其 中 可 y (CyE) RR 是 不 空 集合 ,zU {z} 是 集合 
z 和 单元 集 tz} 的 并 集合 , 称 它 为 :的 后 继 和 集 
R. 由 正则 公理 z 乞 z， 但 显然 zxEzU{t 寺 .所 以 ， 
zCzU {2}, ROR. Vez x 一 ?2zU (2) EX) 
就 是 说 * 是 x 的 元 素 时 ，z 的 后 继 也 是 x 的 元 
素 。 这 一 性 质保 证 了 x 的 无 穷人 性 。 
如 果 在 这 条 公理 中 ， 取 y= $， 则 它 保 证 所 有 
鼻 然 数组 成 一 个 集合 ， 这 个 集合 尾 无 穷 集合 。 
8) 替换 公理 模式 
设 4(x, 轨 是 ZE 形式 语言 中 的 任 一 公式 。 如 
果 对 于 任 音 的 集合 1 ， 当 xE 1 时 都 存在 Y, 
Alx,) 威 立 ， 那 么 就 ~ 定夺 在 一 个 集合 8S， 使 
得 对 于 所 有 的 xE t， 在 集合 5S PRA RY, 
BRACI RZ. WER, HA A A E 
的 有 序 对 组 成 的 类 
{ Gey JACI} 
当 其 定义 域 在 集合 t 中 时 ， 那 么 它 的 值 域 可 限制 
在 集合 S 内 ,用 公式 来 表示 就 是 
Vi(VYxETIYAG y) —> 
ASV x€ to yeSA(x,y)) 
由 替换 公理 模式 可 以 推出 一 种 重要 的 模式 ， 
常常 称 为 子 集合 公理 模式 ， 或 分 离 公 型 模式， 这 
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就 是 ， 对 于 任 一 ZF 公式 A(x) 都 有 
V tly V a(z Eyez € tA AQ)) 
也 就 是 说 ， 把 集合 t 中 那些 具有 性质 4(2?) 的 所 
AGH z 汇集 在 一 起 ， 一 定形 成 一 全 集合 y 。 
这 里 我 们 称 它 为 公理 模式 ， 昆 因为 它 不 是 一 
条 公理 ， 实 际 上 是 无 穷 多 条 公理 。 这 是 因为 ZF 
GABA PHA RA Sot, MUREVRSA 
Ain, RALOWN-ZFAR, SH-RE, 
由 分 离 公理 知 
{x| Ax) AXES} 
A-RA, HU RSMH TRA, 它 是 从 集合 
Sch PEMA @) SRS RAD ER. 如果 在 上 
BAR PMA) =xE51，51 为 一 集合 , WD 
公理 保证 
{x]xESi: AXES) 
是 集合 。 这 就 说 明 通常 定义 两 个 集合 S51 和 5 的 交 
HSN 8 是 合理 的 。 
9) ARAR 
这 一 公理 有 有 许多 等 价 形式 ， 我 们 仅 列举 两 
种 ， 
1904 年 蔡 梅 罗 的 形式 ,对 尾 一 不 空 集合 x， 
都 存在 一 个 函数 了， 其 定义 域 为 x 的 所 有 非 空 元 
囊 ， 取 信 分 别 在 其 作用 的 不 空 集 合 之 中 ， 用 符号 
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ERRE 
Yxi Yy yEy p ——> 
10) EY) 

常 把 这 一 公理 记 作 AC。 

1906 年 罗 索 的 形式 ， 设 x 是 不 空 集合 的 不 交 
SRA CO IE TARAS MRA, Hx WHE 
二 元 素 的 交集 合 是 空 集合 ) ， 存 在 一 个 集合 C， 
它 恰好 由 x 中 每 一 集合 的 一 个 元 未 所 组 成 。 用 符 
号 表示 为 ， 

vaxl yy Cx—oye hd A VIVE 
xAtExArey—>y t= 6) ae 
VytyEx— >a! t(teyAtew)) 
HAPANA O ERATE — H t, EAO 
成 立 。 用 ZF 语言 写 出 来 忆 !f (EY 人 1EC) 就 是 ， 
ALE yAteuA VuweyAven 
v=) 

上 面 陈 述 的 公理 1 一 9， 就 是 通常 说 的 ZF 公 
型 系统。 有 了 时 为 了 讨论 选择 公理 的 作用 ， 也 把 公 
理 1 一 8 记 为 ZF， 公 理 8 记 作 AC， 而 把 公理 1 一 9 记 
YEZFC, 

注 记 1 RSP INES HHA 理 系 统 中 没有 FA 


公理 模式 ， 而 是 列举 了 分 离 公理 模式， 前面 我 们 已 SH 
H HERABRAREAS HABER, URLS Ti 
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即 只 有 分 离 公 理 模式 连同 其 他 公 现 不 能 推出 堆 换 公理 模 
式 ， 而 没有 替换 公理 模式 ， 有 些 重要 的 集合 就 无 法 获得 . 
根据 弗兰克 尔 和 斯 科 伦 的 意见 ， 系 统 内 就 增 如 成 了 替换 
ATER, WME, HERA RAMA. 

注 记 2 康 托 尔 朴素 梨 合 论 的 毛病 出 在 他 关于 集合 
的 定义 上 。 他 认为 ， 如 果 了 是 一 种 “人 性质 ? ， 那 么 具 有 
尾 质 P 的 所 有 对 象 就 能 组 成 一 个 集合 ， 即 

{x | P(x)} 
BOAR. TE ATR, RE 的 分 离 
公理 中 ， 用 公式 A(x) 代 着 了 性 质 P (x)}， 从 而 肯定 
{x] Ae) Ax ES} 

AMS. BARKER. X-AMRIE, A 
有 性 质 人 入， 且 同 时 又 是 一 个 集合 S 的 元 素 ， 才 能 组 成 一 
个 集合 。 这 就 是 说 ， 不 是 任 一 手 质 都 能 决定 一 个 集合 ,而 
是 要 包含 在 某 一 集合 之 中 ， 也 不 是 集合 的 性 一 部 分 都 是 
集合 ， 而 且 还 要 能 用 某 一 公式 表达 或 分 离 出 来 , 这 二 条 
RH 可 ， 除 非 用 其 EA 理 来 确定 某 一 保 合 的 存在 
性 。 

注 记 9 在 ZF 的 九条 非 运 辑 公理 H, AARAA 
《 即 空 集合 存在 公理 ， 无 序 对 集合 存在 公理 ， 并 集合 存在 
公理 ， 因 集合 存在 公理 , 无 穷 集合 存在 公理 和 苞 换 公理 模 
式 ) 都 是 对 康 托 尔 集 合 的 具体 化 ,试图 通过 这 六 条 公里 把 
康 托 尔 集合 论 中 的 合理 的 内 容 全 部 RATE BFE 
个 论 曾 副 作用 。 这 六 条 公 再 以 及 选择 公理 ， 是 ZF 系统 中 
关于 集合 的 存在 性 公理 ,而 舅 当 两 条 公理 (外延 公理 和 正 
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财 公 理 ? 是 对 集合 的 刻画 ， 或 者 说 是 对 集合 的 限制 ， 外 延 
公理 也 是 表达 了 说 托 尔 的 思想 ， 集合 是 由 它 的 元 素 决定 
的 。 正 则 公理 的 目的 在 子 排 除 坷 异 R 合 。 


4。ZFC 的 协调 性 


ZEC 作 为 一 个 公理 系统 ， 应 该 满足 一 些 最 it 
本 的 要 求 。 首先， 是 公理 系统 的 协调 性 《或 称 一 
BOE, AFAD 问题 , WACTER AFE 
其 次 ,是 完全 性 问题 , 即 是 从 它 能 推导 出 集合 论 中 
AER 第 三 ， 系 统 中 的 各 个 公理 最 好 是 独立 
的 ， 即 没有 一 个 公理 可 以 从 其 它 公理 推 出 。 当 然 
协调 性 问题 是 最 重要 的 。 

对 于 语言 中 的 一 个 公式 或 一 个 语句 4， wn 
它 是 ZFC 的 一 条 公理 或 者 是 一 条 逻辑 公理 ， 或 
者 是 从 逻辑 公理 与 ZF 公 理 旧 发， 使 用 逻辑 
推理 规则 1) 一 5), 在 有 穷 步 内 可 以 推出 4A， 那么 我 
们 就 称 4 是 ZFC 中 的 一 个 定理 , 记 作 ZEFCF 4。 其 
中 符号 小- ?为 元 数学 符号 ， 表 示 “ 扒 出 ?的 意思 。 

设 z 为 一 公式 的 集合 ， 如 果 存在 一 公式 和 

(不 要 求 4 在 Fr 中) 使 得 ` 
THAAJA 
即 由 T 推 出 4 且 又 推出 部 4， 则 称 工 是 不 H M 
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CRATE AW) O 恕 果 不 存在 公式 在 ,使 得 
bor, WITE HAKH. 

ZEFC 是 否 是 协调 的 呢 ? 

在 一 阶 逻 辑 基础 上 ， 人 们 使 用 ZFC 公 理 推 导 
出 康 托 尔 集合 论 中 的 所 有 定理 ， 并 且 集 合 论 中 已 
出 现 的 特 论 都 避 开 了 。 Hin P K$ P AT = 
{ix 寺 xy ， 由 于 找 不 到 一 个 集合 把 了 给 包 起 来 ， 
在 ZRC 中 没有 办 法 证 明 它 是 一 个 集 合 ， 因 此 ， 了 
是 否 属 于 TT 这 个 问题 就 没有 意义 了 。 又 如 康 托 尔 
PR ,由 于 元 法 证 明 存 在 一 个 集合 Y, 它 以 所 有 集 
合 为 元 素 ， 所 以 康 托 尔 问题 也 就 不 存在 了 。 出 
现 悖 论 的 原因 在 于 把 T ，Y 当 作 集合 。 在 现代 集 
ARKH, SEMA, NMEB—TAR 
A(x), EMx|AG)} ER., KAAR URE 某 个 
更 大 的 集合 之 内 时 ， 类 才 是 集合 ， 不 是 集合 的 类 
叫做 真 类 ， 上述 的 与 都 是 真 类 、 

ZEC 系 统 消 除了 朴素 集合 论 中 的 悖 论 ， 但 它 
本 身 是 否 会 出 现 新 的 矛盾 呢 ， 这 是 一 个 尚未 解决 
的 疝 题 。 正 如 珑 加 莱 评 论 这 一 问题 时 斯 指出 的 ， 
“为 了 防备 狼 ， 羊 群 已 经 用 篇 芭 围 起 来 了 ,但 是 
却 不 知道 在 羊 图 内 有 没有 狼 。 ”人们 用 公理 系统 
围 住 了 一 群集 合 ， 但 是 在 这 个 系统 内 有 没有 伟 论 
还 不 知道。 
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希 尔 伯 特 曾经 提出 ， 要 在 一 个 形式 系统 内 证 
明 它 的 协调 性 问题 。 他 以 及 他 的 学 派 也 确实 证 明 
了 一 些 简单 形式 系统 的 协调 性 。 并 且 他 们 相信 季 
们 将 解决 集合 论 的 协调 性 问题 。 但 是 ， 哥 德尔 
1931 年 证 暖 了 :任何 一 个 足够 丰富 的 系统 (在 其 中 
能 表达 算术 系统 ) ,如 果 这 个 系统 是 协调 的 ,那么 
它 的 协调 性 在 此 系统 内 是 不 能 证 明 的 。 当 然 ,，ZP 
系统 能 表达 算术 系统 ， 它 是 足够 主 官 的 ， 它 的 田 
调 性 在 ZF 系统 内 也 是 不 能 证 明 的 。 

于 是 ， 只 能 政变 问题 的 所 法 ， 如 果 ZFC 系 统 
是 协调 的 ， 会 有 些 什 么 样 的 结论 嘱 ? 为 了 介绍 有 
关 结 果 ， 我 们 需要 模型 的 概念 。 

ZF 形式 语言 中 的 等 号 只 是 一 些 形式 对 象 ， 并 
GARTER HAREE IMPA 
义 ， 就 必须 在 某 一 论 域 中 进行 讨论 。 MEERE 
指 一 个 不 空 的 具体 的 类 M 。 我 们 要 在 论 域 M 中 讨 
论 命题 的 真 假 问 题 。 这 就 要 在 M 上 取 定 一 个 二 元 
关系 En， 现 在 对 ZF 形式 语言 中 任 一 公式 4， 在 
M 中 作 这 样 的 解释 “或 翻译 ) 。 A 中 出 现 的 任意 
给 定 的 集合 都 解释 为 M 中 的 元 素 ， 形 式 符号 E 解 
释 为 M 中 的 二 元 关系 Cy, TEAS 域 为 M 
的 变 元 ,逻辑 词 项 赋 以 M 上 相应 的 直观 含义 ， 郑 
且 把 在 M 上 解释 后 的 公式 A 记 为 A*， 当 4 是 一 形 
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式 命题 时 ，A* 就 是 关于 四 的 一 个 命题 , 它 或 者 
是 真 的 ,或 者 是 假 的 ,二 者 必 居 其 一 且 仅 居 其 一 ， 

对 ZF 中 任 一 公式 入 ， 如 果 其 中 自由 出 现 的 不 
BRETH, X s x” HEAR REA 
由 出 现 其 它 变 元 。 我 们 称 命题 

VW ye VA 
为 公式 A 的 全 称 杀 包 ， Hd C ) A. BR, 
如 果 太 是 命题 , WC) AHA, 

设 4 是 公式 ,如 果 有 一 不 空 类 M 作 为 论 域 , 且 
有 一 种 解释 使 得 (( ) 4)* EMA T R A 
和 是， 就 称 M 是 4 的 一 个 模型 ， 并 记 作 MF:A。 

对 于 一 个 公式 集合 T， 如 果 有 一 不 E 类 M 作 
OS, HEAR, RED -AAM 全 
称 闭 包 在 M 中 都 是 真 命题 ， 则 MM 就 是 T 的 模 型， 
记 作 MFT。 

设 TI 是 由 ZF 公式 构成 的 集合 。 邵 果 T 有 模型 ， 
DUPER. WRT ZS Ah MEN 集 
A, MrR. KLEREN, SENZ 
调 性 ， 必 需 采 取 男 外 的 手段 ， 构 造 出 一 个 不 空 类 
M,， 使 得 MFZF。 

作为 ZF 的 论 域 V 可 以 如 下 定义 ， 

Vè =g, 
Vens EPV), 


Vit= UV, AFAR AE R 
Vis U Vae 


Y 是 一 个 有 层次 的 结构 。 BR 
VCV CV; Ce 

最 底层 Y, 是 窗 集 由 ， 共 中 不 包含 元 素 。 第 一 
BV RSRAN RRP = {$8)， 它 只 包含 一 个 
FER os BEVE OMB AP COD = {$8， 
{8)} A2 = 27TH, 0h MEREV = PUD 
{9))) ， 有 22 = 4 个 元 素 $ (8) Hh 6, {b})5 
如 此 继续 下 去 、 当 志 为 自然 数 时 ， 第 # 层 包含 了 
2 "个 元 素 ， 过 到 第 一 个 极限 闯 数 e， 就 把 第 9 层 
以 前 各 层 取 并 集合 ， 即 得 到 V。= UV.. 于 是 ， 


ac 


RRR REA DD ABV ors Voss 
第 二 个 极限 序数 是 oe.2， 于 是 又 可 HE Ves = 
UV。， 这 一 .过程 可 以 一 直 继 续 作证 去 ， 当 对 


一 切 序数 a 都 定义 了 VY 之后， BEV= U Ve 
(HE81). 

YEMMMIET VEG, ZF Rea Æ tt 4 
Hl 它 就 是 我 们 所 得 的 层次 中 的 其 一 元 素 。 假若 
x, YEMA, HEV. YEV. MEV ERK 
PREV, Cece) , BA, WREIK H t 
程 可 以 看 出 ,xE Vs ,因为 每 一 度 次 都 包含 了 低 于 
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rf 
Vo 
图 8 * 1 
它 的 一 切 层次 的 元 素 ，xEVY。， 则 对 一 切 82>a， 
必 有 xE Vs ,我 们 挫 使 XEV。,, 成 立 的 景 小 的 4， 
MHRS x 的 秩 , 记 做 rank (x) 。 例 如 rankt) = 
0, rank({9}) =1, rank({ġ, (ġ}}, =2, 并 且 
对 于 每 一 个 序数 a，rank (a) =a, 
由 于 集合 论 中 的 一 些 基本 概念 ， 如 集合 、 关 
系 、 函 数 , 序 数 、 基 数 等 等 都 可 用 公式 来 表达 ， 因 
此 ， 这 些 概念 及 定理 都 可 以 直接 括 到 ZF 系统 内 ， 
并 进步 搬 到 它 的 模型 中 来 。 在 比 不 得 一 一 般 
述 ， 读 者 如 果 把 这 些 工作 当 作 练 习 来 做 ， 那 是 很 
有 益 的 。 
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5. 历史 注 记 


1) 葡 梅 罗 在 1908 年 的 著名 论文 《关于 集合 
论 基础 的 研究 了 工作》 中， 采用 把 梨 合 论 公理 化 方 
法 来 消除 罗素 惊 论 ,最 先 提 出 集合 论 公理 系统 ,其 
意义 是 非常 重大 的 。 

2) 斯 科 伦 1923 年 在 第 五 届 斯 堪 的 那 维 亚 数 
学 家 大 会 上 做 了 公理 化 集合 论 的 报告 ,对 至 梅 罗 
公理 系统 提出 批评 。 蔡 梅 罗 系 统 太 锋 罕 ， 不 能 满 
足 集合 论 的 要 求 ， 许 多 集合 不 能 出 它 产生 出 来 。 
为 了 弥补 这 一 缺陷 ,弗兰克 尔 加 进 了 替换 公 畦 模 
式 ， 并 把 公理 用 符号 逻辑 袁 示 出 来 。 

3 ) 汉 : 诺 依 曼 开 辟 了 集合 论 的 第 二 个 公理 系 
统 , 在 蔡 梅 罗 一 一 弗兰克 尔 系统 中 是 通过 限制 集 
合 来 避 开 悖 论 的 .但 汉 , 诺 依 曙 认为 这 样 施 加 限制 
有 点 过 于 苛刻 ， 他 党 得 牧 论 的 起 因 在 于 用 了 过 大 
的 总 体 ， 在 他 建立 的 公理 系统 中 ， 承 认 有 两 利 类 
型 的 类 ， 即 集合 与 真 类 。 和 集合 可 以 是 其 它 类 的 元 
素 ， 而 真 类 则 不 能 是 其 它 类 的 元 素 。 从 而 也 如 免 
THE FAS UREN ABRALRED -— 
弗兰克 尔 系统 的 保守 扩充 。 


AL 连续 统 假设 的 
相对 协调 性 
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本 章 的 且 的 是 直观 地 阐述 公德 尔 在 1938 年 对 
连续 统 候 设 所 作 册 的 重大 贡献 。 


1。 协 调 性 与 相对 协调 性 


康 托 尔 猜想 CH 成 立 ， 如 果 这 一 猜想 是 正确 
的 。 就 应 当 给 出 它 前 一 个 证 明 。 用 近代 的 术语 就 
是 说 ， 它 应 当 从 ZE 系统 中 推演 出 来 ， 亦 即 ZF 
CH, 然而， 从 康 托 尔 提出 这 一 猜 总 起 ,五 十 多 年 
这 一 问题 没有 进展 。 哥 德尔 在 1930 年 已 开始 轧 索 
连续 统 问 题 ， 当 时 他 已 熟悉 罗素 的 分 支 类 型 论 和 
莱 文 海 姆 一 -斯 科 伦 定理 ， 后 者 在 本 章 及 下 一 章 
中 我 们 将 给 出 说 明 ， 并 运用 这 一 定理 去 说 明 哥 德 
ARR. 
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为 了 说 明和 哥 德尔 的 结果 ， 我 们 尚 需 引 进 包 个 
重要 的 概念 和 定理 ， 

对 于 ZE. 语 句 〈 即 命题 ) 的 一 集合 5 而 言 ， 
如 果 不 存在 ZF 的 一 语句 4 《不 要 求 4 一 定 在 8 
中 ) ， 使 得 从 S 既 可 以 推演 出 4 ， 又 可 以 推演 出 
4， 则 称 8 为 协调 的 ， 否 则 称 S 为 不 协调 的 ， 
关于 协调 性 与 可 推广 性 〈 即 可 证 明 性 ) ， 对 于 任 
意 的 语句 集合 S 和 命题 4， 下 述 三 条 荡 本 性 质 是 
不 难 获得 的 ， 

1S UCT1A) 不 协调 ， 当 且 仅 当 从 5 可 推演 
iA, BRST A, 

24S U{ 4} 协调 , WS | 一 14， 

3) 若 SU{ TA), WS FA. 

今后 为 了 书写 方便 想见 ， 常 常 把 S ULA, 
SUI{ IA} 分 史记 作 S+ A, S+ AL 

下 边 我 们 考虑 ZE 这 一 形式 系统 的 一 些 语义 

在 数学 中 一 结构 是 指 一 不 空 的 对 象 集合 & 和 
它 上 一 个 二 元 关系 R， 即 RCwu x w， 这 样 对 于 任 
意 给 定 的 元 素 4 ,bE4，la，b》 ER 或 者 成 立 、 
或 者 不 成 立 ， 为 方便 起 见 ， 常 把 <a,，b》ER 
WER, b)MaRb, 

对 于 ZF 的 任意 给 定 的 -公式 4， 对 于 任 一 
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wih<u, R>, RAT AW Sete 建立 
公式 4 对 于 <u, 有 只 > 的 解释 ( 即 赋值 ) i E 
念 ， 从 而 就 有 了 4 对 <u, ROM, BA 
<a， 及 二 中 真 的 概念 ， 这 时 <a, ROE 
4， 也 就 有 了 4 在 <x， 有 只 > 中 假 的 概念 了 ， 这 
Bidgi<u, RDA. 

所 亩 解释 就 是 把 ZF 形式 语言 中 的 对 象 ， 解 
SHAW, DA-TAZPB RE <u, ROW 
一 个 映射 p ,使 得 ZF 语言 由 任意 的 常 项 和 已 定 
义 的 对 象 “ 都 映射 到 站 中 的 元 素 ，9(oO Cu, 把 
ZE 中 的 好 辑 关 系 和 属于 关系 分 别 映 射 到 结构 
去 由 玉 >> 的 退 辑 关系 与 关系 民 ,并 且 据 4 的 复杂 
性 ， 定 义 <&， 有 > 上 4 如 下 

<u, R> Rach HAI pa) Cul p 
(b) Eupta) R pb) s 

2)<u,R>E 1A 4 BY <u, R> HAs 

DLU, RE EAVA YHH <u, R> bE 
ABB <u, R>RAy 

Hu, R>EAAA MENM <u, ROR 
AA<u, R>EAs 

5) <u R>RA A YAR <u, R> 
FARE <u, Rob Ay 

Du, R> EVAO) 当 且 权 当 对 于 每 一 % 
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Cu, RELU, R> HAC) 

Du, R>|=OxA@) 当 且 仅 当 在 w 中 有 
=x, <u, R>EAG). 

4 <u, ROAR, RIERA 是 <u, 
ROWER, REH, <u, REA 的 一 模 
型 。 在 不 引起 误解 时 ， 也 简 记 做 HA, ARA 
是 可 满足 的 ， 或 4 是 和 4 的 一 模型 ， 当 上 RR 为 k 上 
的 属于 关系 E ( 即 R= ENw, 或 者 说 R=E， 
H, RACK, ROA ER, AEA 
A, Be NAN WER, 

对 于 ZF 语言 中 一 命题 4 侧 言 ， 如 果 有 结构 
<u, R>, WI <u, ROKA, WHA 是 可 满 
足 的 ， 或 称 4 是 有 模型 的 ,对 于 ZF 语言 中 任意 
给 定 的 语句 的 一 集合 8 而 言 ， 如 果 有 一 结构 < 中 
RERS 中 每 一 语 名 A， 都 有 4 上 A4， 则 称 $S 是 
一 起 可 满足 的 ， 或 称 8 是 有 模型 的 。 

关于 可 满足 性 和 有 模型 的 概念 ， 对 于 ZF 
言 中 的 任 一 庄 名 集合 5 ， 任 一 语句 4 ,我 们 有 下 
述 性 质 ， 

1) 对 于 同一 结构 <u, ROWA, PR 有 
2 上 4 与 FF ARRE 

2) 可 能 有 结构 <t，Ri>> 与 全 太 ， 及 ,> 使 
<i RBA Hi, RDF IA 都 成 立 


li 


203 


3) 可 能 在 ， 对 于 任意 的 结 构 <a, RD, 
都 有 一 x%，R> 六 4， 也 就 是 说 和 4 是 没有 模 更 的 
或 称 4 是 不 可 满足 的 

4) 可 能 有 结构 <a, R> 使 得 它 是 5 的 一 
Bas 

5) 可 能 有 ， 对 主任 意 的 结 <u, R>, 
它 都 不 是 S 的 ~- 模型 ， 这 时 就 称 5 为 不 可 -W 
足 的 ， 或 称 Sy LENG, 

协调 、 可 推演 部 是 语法 概念 ， 而 可 满足 、 有 
模型 都 是 证 义 概念 。 衣 让 的 关系 是 什么 昵 ? 这 由 
哥 德 水 1930 年 建立 的 完全 性 定理 作 了 回答 。 

哥 德 尔 完全 性 定理 。 对 于 任意 给 定 的 语句 
RASMA, RUR: 

SBM HHL Ss HRB, 

LAR eA, DEERE 
经 过 1949 年 钦 勤 简化 后 的 形式 ， 

RRS, UTES TA Be te 
质 ， 针 对 ZEF，AC 与 CH， 我 们 有 如 下 的 结论 ， 

1) FZF+ ACTHAM, WZ |-- TAC, 

2) ZF + 1AC 有 模型 ， 则 ZEF AC, 

3) HZEC+CH ARAM, W ZFC CH, 

4) 4iZFC+ ICH 有 异型 , 则 ZFC CH, 

然而 ，1 一 4 的 前 提 是 次 成 立 呢 ? FERE 
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ih: 着 ZF 有 模型 ， 则 ZF + AC 与 ZFC + CH 有 模 
型 ,说明 这 一 结 灯 是 本 前 的 大 本 日 的 ，2 与 4 是 
科 秆 的 结 玉 ， 我 们 将 在 下 一 章 给 以 说 明 。 对 于 前 
者 ,我 们 分 别称 作 AC 树 对 ZF 是 协调 的 和 CH 相对 
于 2F 是 协调 的 、 也 就 是 说 ZF 是 有 异型 的 ， 并 且 
总 是 把 这 一 模型 看 作 是 集合 论 的 论 域 或 全 域 V 。 
HRR, RAT FR, a TRIE 
HVPE EREN, Th, RTT A 
定 集合 的 可 定义 子 集合 。 


2、 可 定义 子 集合 


我 们 己 经 说 明了 集合 论 形 式 语 A ( 即 ZEE 
TOR ZF 公理 系统 中 的 分 离 公 理 , 对 于 尾 一 给 定 
的 集合 S 和 任意 给 定 的 集合 论 公式 A, tye, 
1.)， 基 中 为 自由 出 现 的 变 元 ， 并 及 把 4，…， 
刀 夏 作 在 其 中 出 现 的 参 和 县， 没有 其 它 变 元 在 其 中 
BARA, AER sees, ES， 把 此 公式 中 
的 参量 #，-…，t 分 别 殉 换 为 s, en s HE 
把 4 中 出 现 的 每 一 形式 为 vy 的 量词 换 为 VyE S， 
每 一 形式 为 习 ? 的 旺 词 痪 为 :JyES， 也 就 是 说 ， 
AS AMS RENE S 中 变化 ， 仅 取 5 中 的 
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任意 元 素 ，4 中 所 有 的 存在 景 词 仅 取 S dee 
元 素 ， 这 样 获得 的 结果 记 为 As, Sors), 
这 时 ， 我 们 称 集 全 

{x]xESAAs(x, S1585)} (841) 
为 $ 的 一 个 可 定义 子 集 合 。 更 确切 地 说 ， 式 
OD 是 5 经 公式 A(x， hot) HF f, 
st, SHB S, oy 52 CS 匠 得 的 可 定义 子 
集合 ， 不 同 的 公式 可 能 定义 出 8 的 不 同 子 集合 ， 
ARH, PERS 与 公式 4 而 定 . HSA 
有 穷 集 合 ， 则 5 的 所有 于 集合 也 是 有 穷 的 。 例 如 
S= la, -, a) ， 它 的 子 集合 共有 2" 个 ， 每 
一 个 子 集 合 都 是 可 定义 的 ;例如 定义 8 WHER 
合 la, a.) 的 公式 可 以 县 x=mVx=a。 定义 5 
WERE lan, oy a MARA Bes aiV 
co Vesa, MTR HKS, 最 然 ,这 是 一 个 
ZF 公式 ， 并 且 它 定义 了 上 述 集 合 。 

车 5 为 无 穷 集 合 ， 则 它 有 无 穷 多 个 可 定义 子 
集合 . 饮 如 ,我 们 考察 。 的 可 定义 于 集合 . 首 
先 ，@ 的 任 一 有 穷 子 集 合 部 是 可 定义 其 次 ， 考 
KE OM TTT FAG TEL. 众所周知， 自然数 的 
加 法 运算 “+ ”与 乘法 运算 “。? 都 是 ZF 可 定 
义 的 ， 也 就 是 说 ， 当 x, y, z 为 自然 数 时 ，x+ 
yar RT ony ZF 公式 ， 这 样 奇 数 集 
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合 可 以 出 公式 习 y(x= 2y+ D 定义 ， 偶 数 集合 可 
DAK Syst eh. “x 是 一 素数 ”可 以 
表示 WV 1 <ycx 1 tx xen, 
这 一 公式 就 定义 了 炒 数 集合 。 我 们 拒 “x GR— HE 
BO FEP (x)， 双 生 数 集合 就 本 以 表 不 为: 
PO Ap, (x+2) ， 哥 德 巴赫 偶数 形式 集合 就 可 
以 表示 为 
3y(x=2yN\y>1A yup, @A 
Pr (WAX= z+ 4)) 
为 了 熟 习 集合 的 可 定义 于 集合 的 概念 ， 读 者 
应 当 多 作 一 些 练习 ， 可 先 考察 @ 的 更 多 的 可 定义 
TRI. 
对 于 任意 给 定 的 集合 5 ， 我 们 用 Ps (S) Ras 
SHA MRM ERE, 


3。 可 构成 集合 


对 于 给 定 的 集合 8 ， 我 们 令 S/ 为 $ 前 所 有 可 
定义 于 集合 与 5 之 并 集合 ， 也 就 是 说 
S'i = SUPS) 
显然 ， 5S’CP(S) US, WES 为 无 穷 集合 由 
ARARAS = S， 这 是 由 于 ZF 公式 具有 可 数 多 
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个 ,不 难看 出 ，- -集合 的 可 定义 子 集 合 是 可 以 表 
集合 沦 语言 中 的 形式 公式 能 够 抓 住 的 子 集合 其 
它 子 集合 是 用 形式 公式 没有 办 法 提取 的 ,这 样 看 ， 
对 于 一 无 穷 集合 $ 而 言 ， 册 选择 公理 可 以 用 公式 
提取 子 集合 的 数 日 和 8 是 相同 的 。 所以， 这 时 5 
总 有 不 可 定义 的 子 集合 。 
我 们 订 以 超 穷 递归 地 定义 中 一 系列 集 他， 
Me: 
Ms: = (U (Ms 1B<a}), (9-2) 
其 中 a 为 任意 的 序数 ， 由 以 上 定义 ,是 然 
Fin 
Mi={¢6} 
M= {$, t$)? 
Mi= ib, ($3, (kbd), ih, { 9)}} 
Mi= i, (0), KOI, HANH, 
He, (AIh, 16, 191, (6, 
HOHH i, fb, {Odd}, 
人 全) 和 
HLA). (p, LOI}, dié, 
dol, OPH, 46, Od, 
do, {@3}}, (6, (8), i$, 
Odd, (A), (bih, {6, 
LAH, (6, £6), OR Ie, 
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{7}? 
当 我 们 采用 下 述 定义 时 ， 
0:=¢$ 
1:={9} 
2:= {0, 1} 


3:= {0, 1, 2} 
RnR+1:= {0 1, oo, ny, 


LRM ;就 简化 为 ， 
Mo=0 
Mi=1 
M,=2 
Ms={0, 1, {1}, 2} 
Mi= (0, 1, {1} {{1}}, {2}, 2, 
40, {1}}, {0, 2}, {1, (i), 
{1, 2}, {1}, 23, 40, 1, 
{Ldh, {0, {1}, 2), 3, {1, 
{1}, 2}, (0, 1, {2}, 2) 
ATE Sar EAS AR, BATRA RS 
集合 M,， 容 易 看 出 ， 它 们 有 下 述 基 本 性 质 ， 
1) MCM, MOMs, MCM. H Mc 
M4， 一 般 弛 ,由 数学 归 纳 法 可 以 主 明 , 对 于 任意 
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(OAR, m, Mam, AM. CMa 

2) 0EM, 1CM, 2€My 3EMa — 
BH, AG Mays 

3) Mo, Mi, Mi, Ma, Ms 都 是 传递 的 ， 
AMATI- An, M, 是 传递 的 。 也 就 是 
D, AFERRA, y, Æ ?Ex HxCM., W 
yeM,, 

使 用 超 穷 归纳 法 ， 不 难 证 明 上 述 三 条 基本 性 
EHRE ERER, RITH: 

1) 对 于 任意 的 序数 a, 8, Be, W 
Ms CM,s 

2) HFEA o, «CMa, 并 DBA 
为 一 极限 序数 时 ， 谣 有 A EMi 

3) 对 地 任意 序数 ?，M。 是 传递 的 。 

对 于 一 个 集合 x* 耐 育 ， 苦 存在 序数 4, 使 得 
xE M。， 则 我 们 称 集合 x* 是 可 构成 的 。 

根据 上 述 可 构成 集合 的 定义 ， 不 难 获 得 ， 队 
空 集 台 出 发 ， 经 过 无 序 对 、 并 、 交 和 等 运算 得 到 
的 任何 有 穷 集合 都 是 可 构成 的 ， 任 一 序数 都 是 可 

BA THA SAE -起 ,组 成 一 类 ,人 们 
记 做 工 ， 出 就 是 说 ， 对 于 任意 Rama, A 

XEL 当 卫 仅 当 有 序数 & 使 得 fEM， 
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(9.3) 


图 9.1 LAV SRA RR 
容易 理 群 ， 工 是 Y 的 一 合子 部 分 〈 图 9.1) 。 


4。ZF 的 每 一 公理 都 在 工 中 成 立 


本 节 的 日 的 是 证 明 ZF 系 统 中 的 每 一 条 公理 
在 工 中 都 是 成 立 的 ， 而 且 有 些 是 相当 容易 的 ， 甚 
全 是 很 明显 的 。 

1》 和 外延 公 理 在 工 中 或 立 ， 这 就 去 求证 明 : 
对 于 工 中 的 任 六 元 素 x，y，z， 车 zEx 当 且 仅 当 z 
Ey， 则 x=y. 


Pe 


211 


我 们 曾经 指 山 ，M,。 足 传递 的 ， 现 在 ， 我 们 
再 直接 证 明 对 于 工 这 一 结论 是 止 确 的 , xE L, 
即 有 序数 4g，xG M。， 生 设 zEx， 册 M。 的 定义 ， 
有 zE€ UiM,| Ba}, XÉ, ZCM., HH, E 
ARG EL, Aik, LIER. 

Hy LIRE, x, yCLRV 2G LZExe > 
zCy), BEML Sk 得 x=y 了。 假定 不 
YR, xy 就 一 定 有 z ACG, RE zG 
xAzcy, BK--AtE, WeCx Bety, Kt 
工 的 传递 性 ， 及 zE x， 有 2EL, MATH, W zE 
y, Ty FR, HME, BN x=»y， 这 就 
FEW T SEA TERE LP 

2) SROPEABELP RE RW. E 
为 4E M1,， 从 而 有 6EL， 

3》 匹 序 对 公理 在 工 中 成 立 、 假 定 xXEM。， 
YEM, eP. Xx, 9 都 在 Mot, AMA: 

{x, py} = {zzE Ma A (z=xV2= 
Hot, Aix, yh Moar, DRL, xy) EL 这 就 
是 无 序 对 公理 在 工 中 成 立 。 

4) 并 集合 公理 在 工 中 成 立 ， 假设 xE M。， 

由 此 有 
{21zE Ma A YEXNYE Ms MEYY 
EMP, 因此， 并 集合 公理 在 工 中 成 立 。 


212 


5) 者 集合 公理 在 工 中 成 立 。 对 于 任 一 集合 
%*， 令 P() 是 x 的 宪 集 全 ,县 令 
Pix) i= {ylye P(x) AYEL} 
ERER, PORRA: 
(ylycxAvEL} 
现在 考察 集合 7E Pr Co ， 令 p(y) 为 使 得 YE M。 成 
立 的 最 小 的 序数 & 。 由 于 我 们 的 证 明 可 以 是 在 
ZE 中 进行 的 ， 因 此 ， 可 以 使 用 ZF 的 替换 公理 ， 
Si= {p(y) VEP, (Xx)} 是 -" 集 合 ,， 且 令 B=sup 
{a lacs}, 因此， Hyer. (x), W yEMs, © 
Sit = (yI YEM, AY UEM, —> UE 
y—>uEx))} 
显然 ,SiE Ms HS) = P: OO ,这样 ,由 于 POOH 
可 均 成 的 ， 就 有 了 军 集 含 公理 在 工 中 成 立 这 一 结 
论 。 
6) 由 于 SCP(9 US, 运 用 超 穷 归纳 法 ， 
不 难 证 明 每 一 可 构成 集合 都 是 良 基 的 ， 这 样 ， 我 
们 就 获得 了 正则 公理 在 工 中 成 立 。 
D 不 难 证 明 OEM., 因此 , oCL, Ho 
为 无 穷 集合 。 这样 无 穷 公理 在 工 中 成 立 . 
8) FRAME LPR, CREZES 
Alx, ys ty om, ER ZAR, A HAAS 
AHHAR, Et EL, AER LP -AK y= 000 


ai 


( 即 虫 xE LBB yeL, Ith ysgo), Mex 
Fue LAR yA LH, IAS v: = (p@ |ZE 
UAuCLAVEL, Wit, HEA WEL, 使 得 
vcw, 

因为 ， 对 于 得 一 x,xE u pa) EL, Ag) 为 
使 得 g(x) EM。 的 那个 最 小 的 序数 a。 ， 并 且 令 B= 
upig(x)|x€u}, 显然 有 YCMs, MEL, 
取 Ms 为 上 述 集合 名 即 得 欲 证 结果 。 

其 次 , 我 们 来 证 HEL RELEW, 不 
PHB 4, ty on, nEw 中 ， 运 用 莱 文 海 姆 
一 一 斯 科 伦 定理 作 可 构成 壳 w“ ， 即 w EL, K 
此 有 某 一 ?， 使 得 w GM,， 对 于 任意 给 定 的 集 
Bx, Y, WE: 

ACX, Yi fs ts) 
SAn C y ty tb) 4) 

由 上 述说 明和 式 04) 就 有 

y= {ylyew Adx(xeu 
AAwa Yy ty oy t)? (9,5) 

在 (9-5) AF, EX VAR PH E E 
元 都 是 限制 在 My PA. 因此， 有? E Mrs， 这 
样 ，vEL, 从 而 就 闭 得 了 替换 公理 在 工 中 成 立 。 

在 上 述 证 明 中 ， 我 们 用 到 了 菜 文海 姆 一 一 斯 
科 伦 定理 ， 这 里 消 需 做 进一步 的 说 明 。 这 是 数理 
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逮 辑 中 的 一 条 基本 定理 ， 它 是 菜 文 海 姆 在 1905 年 
BED R 形式 给 出 ， 并 且 在 1920 年 由 斯 科 纶 加 
以 改进 和 推广 的 结果 。 这 一 定理 可 以 有 许多 形 
R, 用途 很 广 ， 已 成 为 模型 沦 的 基础 定理 之 一 。 
对 于 可 构成 性 来 讲 ， 我 们 已 用 到 的 是 如 人 下 的 撒 
ahs 

莱 文海 姆 一 一 斯 科 伦 定理 BAGG, =, 
x) 是 一 个 ZF 公理 ， 在 共 中 所 有 的 变 元 (包括 自 
出 的 和 约束 的 ) MERRIE L 中 取 什 的, IL 
SCL, MEE- ASEL, SES, 使 得 对 于 
EERE, =, ES, WA 

Alm, y Aa) BAr Kr Ka) 

这 星 的 S“ BREMI FSA AH ARE 
或 更 详细 地 称 作 相 对 于 3 和 和 的 菜 文海 姆 一 一 所 
科 伦 党 。 这 ~ 定理 上 述 形 式 的 证 明 赴 可 以 在 ZF 
中 实现 的 ， 它 不 需要 用 到 选择 公 奋 ， 


5。 可 构成 公理 在 中 成 立 


在 给 出 连续 统 假设 在 工 成 立时 ， 需 要 用 到 下 
述 命题 ， 每 一 个 集合 部 是 可 构成 的 ， 亦 即 VY x(x 
ED 这 就 是 Yx 习 elxE Ms)。 在 文献 中 人 们 徒 
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往 称 这 -命题 为 可 构成 公理 。 由 于 全 域 CAM 
交集 合 沟 成 的 城 ， 常 常用 VY 表示 ， 而 可 构成 虞 用 
LRM, BLOV, RAB VCL. A 
此 ， 人 们 也 常常 用 了 = 工 emma, AW 
的 日 的 是 在 ZF 中 让 明 (Y =L), ARRIER CY x4 
a(x€ M,)):， 记 就 是 证 明 VY = 上 在 工 中 成 立 。 当 
我 们 注意 到 类 的 相对 化 就 是 刻画 它 的 公式 的 相对 
化 所 定义 的 类 时 ， 就 有 
Ve= {x]x=xAxEL) 

I, Viel, 因为 V={x|x=x)}， 而 且 (V= 
Do UFV = 工 :， 这 样 ， 为 了 实现 本 节 的 日 
标 只 需 证 明 ，Lz = 工 就 可 以 了 ,为 此 ， 我 们 考察 
在 构成 工 的 过 程 中 所 使 用 的 基本 概念 运算 和 基 
系 ， 并 考察 它们 的 特征 ， 首 先 需 考察 下 述 概念 ， 

Dxcy 

2x=y 

3)xcy 

Axa db 

5)z= (x, y} 

z= KK, yV 

Dz=xxy 

By= Ux 
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9) x 是 一 关系 

10) x 是 一 函数 

11) x 是 一 序数 

12)x=@ 

上 述 1》 一 3 》 称 之 为 关系 ，5)》 —D K 
之 为 运算 ， 由 已 知 集合 x，3 产 生 的 集合 z 分 别称 
为 * 与 > 的 无 序 对 、 有 序 对 和 卡 氏 积 ，8 ) 也 是 
一 运算 ，y 称 为 x 的 并 集合 ，8) 一 11) ER 
念 ， 借 以 刻 疝 集合 * 的 性 质 ,都 可 以 由 一 公式 雪 
a, Pin, “x 是 一 关系 ”可 由 公式 “VE Cu 
Ex— > yates Cy， >)” ER 4) 和 和 
12) 也 是 概念 ， 已 是 由 公式 表示 的 概念 ， 这 样 ， 
D 一 12) 都 可 以 看 作 是 公式 。 

回 磊 我 们 曾经 给 出 了 传递 集合 W 的 概 
T. 集合 S 满足 条 件 ， 对 于 任意 的 x，?>， 若 xEy 
AYES, Ws E S ,就 称 S 是 传递 的 

对 于 给 定 的 公式 Ala, oy Xa), BIG 为 ， 
2 在 其 中 自由 出 更， 并 且 无 其 它 变 元 在 其 中 
Ade, 若 对 于 任意 的 yo e ES, HA 

AG, ty YA Wo m Yad) 
RE, 其 中 4s 仍 为 把 么 中药 所 有 基 词 都 区 次 为 
RAF S 的 相应 的 量词 ， 则 称 AG. x) 
.对 的 ，4 表示 的 概念 《或 关系 或 运算 ) 也 称 之 为 
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anti. 

容易 验证 ， 上 上述 1) 一 12) 都 是 绝对 的 ， 以 
“cy IP, xoy 的 含义 是 “对 于 任 -~ 对象 z， 
落 zEx， 则 zEy。2 SxCS,WHz2ex, MY, He 
3 的 传递 性 必 有 zES . Mx, yES, Hxcyh 
成 立时 ， 就 必 有 zE73 且 2&x， 由 8S 的 传递 性 ， 记 
有 zE5。 这 样 ， 对 于 任意 的 x，yES，xCCy 咸 立 
KE, RAGES 中 考察 它 就 够 了 ， 这 就 是 说 ，x 
二 3 是 绝对 的 。 又 如 ， 对 于 姓 意 的 x，xE 3， 车 x 
混 一 状 系 ， 则 对 于 任意 的 &Ex， 都 有 有 对象?，z 使 
得 #4=《y ，z) 成 立 。 这 时 昌 然 有 xzES, Bye 
UJUa zxEUUuw 因此 ， 也 有 ?7，z 和 8， 这 就 说 
明 仅 需 在 $ 中 考察 它 就 够 了 ， 因 此 , 它 是 绝对 
的 。 

存在 着 非 绝 对 的 概念 、 运 算 和 关系 ， 一 个 最 
常见 的 例子 就 是 赛 集 合 运算 ， 这 是 由 于 当 xE8 
BY, 的 元 素 都 在 $ 中， 然而 x 的 子 集合 就 不 一 
RESET. 

REL, RNVSCRARBRS, CF 
绝对 概念 有 什么 联系 呢 ? 不 难 腹 出 ， 凡 是 绝对 的 
都 一 定 是 直 谓 的 ， 然 而 ， 反 之 不 然 ， 

TERES RTR L a ARRE 
念 、 运 算 与 关系 及 它们 的 性 质 。 
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13)y=x*， 共 中 x’ 为 x 的 所 有 可 定义 子 集合 
与 x 的 并 集合 ， 

14) y= M。 

15)xE M, 

MAL BCH, AAEM STK, 
人 们 可 以 论 时 13) 一 15) 都 是 绝对 的 ， 这样， 我 
们 就 实现 了 企 Y 中 鬼 艇 工 与 在 中 重新 实施 上 述 
构 做 过 程 ,你 做 工 也 是 -- 样 的 ; 也 就 是 说 L = L, 
从 而 我 们 完 威 了 在 ZF 中 证 明 (Y =L). 


6。 在 ZF 中 可 证 明 V = L>- ACA CH 


首先 证 明 ， WV = 一 >AC， 也 就 是 证 明 在 L 
中 选 反 公 理 戚 立 ， 由 于 选择 公理 与 良 岸 定理 是 等 
价 的 ， 因 此 ， 只 希 证 明 在 工 中 和 良 序 定理 成 立 。 
RAER, Ax ERFA, Mx 也 是 良 序 
金 ， 因 为 ZF 公式 是 可 数 多 个 ， 不 妨 列 举 为 
Aa Ais A (9+6) 
显然 ， 不同 的 公式 可 以 定义 x 前 同一 子 集 
合 ， 然 而 同一 公式 可 以 有 不 同 的 参数 ， 当 公式 入 
洞 且 参 数 相 同时 只 能 定义 同一 集合 ， 同 一 公式 参 
SOR A EE SORA A, tA ee 
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HRS. 

WAR RA, HATERA, aAA 
x eT RE On, e yo BRF, WP, 
PEx, Ii <m, 对 于 式 O-6) 中 任意 给 定 
HARA; Ace MICKIFRA,, Ac 定义 的 集合 
MT Ur <j, ck, A, 都 不 能 够 定义 它 
AL, A, EMME A RUE DE A 定义 的 集合 之 
A, MOS ak 4， 中 两 组 不 同 参数 所 定义 
的 两 个 不 同 的 集合 ， 参 数组 在 前 的 定义 的 集合 在 
前 ， 参 数组 在 后 的 所 定义 的 集合 在 后 。 例如， 当 
AHSA Amin, HH Fy, s Yas Z3 
Hy Zax, TERA BPA Os Ya ， 
在 la e zo 之 前 ， 这 时 ， 令 

ai= {ZIZExAA, (zy Yis ts Yad} 
Sits {21z2Ex/ Ar Zs oy ted} 

ASHES ZA, PEEN, ae RKT x’ 的 一 
TRF, 

对 于 任意 的 序数 x:，8， 车 4a < Bg， 我 们 规定 
M. 中 元 素 都 在 Ms 一 M。 中 元 来 之 前 。 由 上 上述 论 
证 ,运用 超 穷 归纳 法 我 们 就 获得 了 工 中 一 个 请 
序 ， 人 队 而 在 上 中 AC 成 立 。 

现在 ,我 们 来 证 明 连 续 统 假设 在 工 中 是 成 立 
的 。 
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Wh, RIALS RMR, 1E 
RAS. AUR RR UP RR, Y, x% 
wea ESTE, ECH zay, R 
#rEyHzg x, WEES 为 外 延 集合 。 

lin: {{2}，{3 站 不 是 外 延 的 。 因 为 其 中 
{2}，{ 3) 为 不 同 的 两 个 元 素 ， 然 而 在 其 中 却 没 
有 一 个 元 素 z ， 使 得 z 属于 其 中 之 一 而 不 属于 另 
外 一 个 ,集合 {3 ，{3)}7 和 {1，2，3 (2), 
{3}} 都 是 外 延 的 ,前 者 3 与 13} 不 相等 是 据 3 所 
3，3 EE{3} 而 验证 ， 后 者 ，1 与 2 不 相等 是 据 
1 千 1，1 E2 而 验证 : 153 RHR 2g 
1, 2€ 3 而 验证 ，2 与 3 不 相等 是 据 252, 263 
而 验证 ， 1 与 {2) 不 相等 是 据 2 和 1，2E (2) 而 验 
证 ，2 与 {2} 不 相等 是 据 1E2，1 人 {2} 而 验证 ! 3 
与 {2} 不 相等 是 所 1E3,1& {2} 而 验证 ;类 似 地 还 
可 以 验证 1，2，3，{2} 分 别 与 {13} 不 相等 。 

任 一 集合 S$， 着 当 对 于 5 中 任 一 元 素 *, A 
对 x 中 任 一 元 素面 言 ， 都 有 ?ES， 则 称 3 为 一 
传递 集合 ， 

外 延 集合 比 传递 集合 的 概念 更 广 一 些 。 上 述 
两 个 外 延 梨 合 都 不 是 传递 的 ， 然 而 不 难 验 证 ， 任 
意 的 传递 集合 都 是 外 延 的 。 关 于 外 延 集 合 ， 我 们 
还 有 下 还 性 质 ; 
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1) 外 延 公 再 在 其 中 成 立 的 集合 是 外 延 的 

2 / 任 一 外 延 集合 T ， 都 存在 唯一 的 传递 集 
合 $， 和 唯一 的 一 对 一 的 隆 数 1 ， 使 得 了 是 了 与 
5 的 一 个 € 同 构 对 应 。 评 即 ，f 了 是 T 与 S 之 间 的 
一 个 一 一 对 应 的 函数 ， 并 二 对 于 性 意 的 x ，》 
T, RA: 

x E Ves f(x) C fly) 

SOY MLE, A 
il, 

PAM LR, Bi, Ax 
并 且 对 于 任 一 序数 = ， =a, 

现在 ， 我 们 来 证 明 下 述 定 

定理 serie Rn FM 对 Hae 
M。，yCx， 则 有 序数 B, 使 得 8= a Hye 
Ms. 

WA MEGa 为 一 无 穷 序 Be, KEM, 
YTX, WAFA, YCM., HAS 

S=U{M., {My}, (03, (9) 

显然 ，S = 9 。 令 4 为 “月 构造 Mi 与 外 延 
Ba. AX “BHH M” BEN: “pe 
数 ， 存 在 一 函数 地 ， 对 于 每 一 序数 ?< 8 ， 了 对 
?都 有 定义 ， 即 了 的 定义 域 为 8， 使 得 对 于 每 一 
FER 1) = CUP GD PYD" BLA = My,” 


a 


=x, 
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所 以 ，4 为 ZF 中 aes, INS 出 发 对 这 :一 命题 
应 用 于 汪 文 海 姆 -一 斯 科 伦 定 理 ， 就 获得 … 外 延 
HAT, MET =a, MCT, M'ET, OET, 
YET, Amr B HRM” TET HZ, 

运用 上 述 外 延 集合 的 性 质 2， 就 存在 唯一 的 
传递 集合 # AEN SAE Cy o. 
WA M, ERR, oT M。 上 是 恒 等 映 射 。 这 
PE, p(x) =x, yx, ay. YR, PAD BR 
必 是 恒 等 的 。 令 gp (6) 为 JEB. Be BA 
FURR FR, MATH ARSE 
所 以 ， 实 际 上 ，8 也 是 一 序数 ， 由 站 的 递归 性 ， 
有 8 C4。 因此 ， BSH, ES We ` 
LETETI SIDA “yCM,” WATU Bose, 
并 卫 由 yE Mn 的 绝对 性， 成 有 xzE Ms R A 
RT LEEREN. 

HERR, HERI BAHOEM., H 
于 每 一 集合 》 Co， 都 有 一 可 数 序数 6， 使 得 y 
EM GTER ARM A AG Ba 为 可 数 
PRE, Acco, PEOMAAT 集合 ， 都 是 
AG RUE, GX, REAP Co) Blay 1 的 一 
个 内 射 对 应 ,从 而 有 ， P@)<$:, 又 因 R= Plo), 
所 以 有 R= a 

综 上 ， 我 们 有 :，Y = 工 一 一 ACACH 
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由 于 ， 我 们 已 经 证 明了 ，ZF ELT 成立， 
= 了 在 工 中 成 立 ， 从 而 我 们 获得 了 工 是 选择 公 
理 与 连续 统 假设 的 -个 异型 。 

总 之 ， 我 们 已 经 完成 了 哥 德 尔 相对 协调 性 的 


十 连续 统 假设 的 
相对 独立 性 


227 


本 章 的 目的 是 简要 地 说 明科 恩 1963 年 对 连续 
统 假设 所 作出 的 芮 大 贡献 。 


1 初始 模型 


前 一 章 由 ， 我 们 从 假 定 ZF 协调 出 发 ， 构 造 

出 一 个 可 构成 模 锤 工 ， 并 且 有 
L=ZF+V=L+AC+CH 

工 中 的 序数 与 V 中 的 序数 相同 ， 也 就 是 说 ， 昌 然 
LEVIN THE ABS, 然而 二 者 的 序数 类 是 相 
辣 的 。 莱 文海 姆 新 料 伦 定理 有 一 个 重要 的 形式 就 
是 如 果 形 式 语 色 的 一 集合 有 模型 ， 则 它 就 有 一 横 
型 ， 它 的 基数 为 此 语句 集合 的 基 数 与 总 ,的 较 大 
者 ， 由 十 ZF 的 定理 集合 的 基数 为 就 所 以 ， 据 
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这 一 定理 ， 我 们 就 有 一 可 数 标 准 模型 M， 使 得 

MEZF+Y=L+AC+CH aD 
并 县 可 以 假定 要 就 是 工 的 一 初始 段 ， 也 就 是 说 ， 
有 一 可 数 序数 c。， 使 得 

M= UM, faa} (10:2) 
其 中 M。 为 由 式 《0.2》 给 出 的 可 构成 集合 (图 
10- 1) ， 在 这 里 co 起 次 全 域 中 序数 类 0。 的 作用 ， 
am 称 为 对 由 序数 的 最 小 上 界 ， 虽然 每 一 个 小 于 


图 10-1 初始 模型 M 的 示意 图 


的 序数 都 是 可 数 的 ， 然 而 在 对 中 它们 却 可 以 扮 
演 Q1，@1,…,@3，…, 等 重要 的 角色 。 由 于 M 是 可 
数 的 ，M 中 的 所 有 子 集合 当然 禄 是 可 数 的 。 因 
此 ， 有 大 嚼 的 集合 x , xco REM IB, 

RIEN HEGEMA IEE, RREH. E 
一 x* EM, XCM, 这 样 做 是 由 于 外 延 公 E 在 
M 中 成 立 ， 使 用 前 --~ 章 潮 的 外 延 集 合 的 性 质 就 可 
以 获得 与 它 具有 E 同 梅 的 传递 模型 
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HEARN LY. RAE UE BAR 
小 性 质 ， 也 就 是 说 ， 如 有 另外 一 个 油 足 式 0+ DD 
的 传递 可 数 标 准 模 型 Mi， 则 有 MOM: 成 立 ， 如 
上 指 述 的 模型 关 就 是 本 章 的 出 发 点 , 即 初始 模 
型 . 


2、 力 迫 关系 与 脱 殊 集合 


前 面 已 经 指出 ， 满 足 条 件 ， 
x&MHXCa ¢10°3) 
的 集合 x 还 有 很 多 ， 有 不 可 数 多 个 ， 不 过 其 中 有 
的 是 ZF 可 定义 的 ， 比 如 eo 的 自然 良 序 所 对 应 的 集 
合 就 是 ZF 可 定义 的 ， 当 把 这 一 集合 加 入 到 时 
就 破 环 了 MM 的 性 质 ， 它 不 能 再 满足 式 QOD 所 
AWAY. RIERA E HAR 
ER (10-3) 又 是 ZF 不 可 定义 的 集合 x 。 为 此 ， 
我 们 引进 下 述 概念 。 
令 D 为 与 M 相 对 应 的 一 可 数 形式 语 育 和 :的 
所 有 语 包 的 一 个 校 举 。 令 a 是 满足 式 《10.3) 的 
某 一 集合 ， 类 似 于 代数 学 中 的 未知 数 ， 也 是 一 
待 求 的 集合 ， 把 。 作为 参 其 ， 按 照 通常 的 方法 可 
VA OAL ES LD FC lao), 并 位 
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记 和 做 L,， 以 及 由 此 诱导 出 一 个 扩充 的 结构 M(a) ， 
CELA AN 
Ags Ass tty Any tet ao 

当 我 们 一 县 选 定 集会 gCe H, MO 中 所 有 
的 语 名， 相应 地 L, 中 所 有 语句 都 或 者 是 真 的 ， 或 
者 是 假 的 了 。 由 于 0Ea，1Ea，…，hE 4 以 及 它 
们 的 否定 式 都 在 式 (10.4) 中 ， 它 们 也 总 是 或 者 真 
的 或 者 傻 的 ， 问 题 在 于 如 何 去 确 定 集合 6 了 . K 
些 ， 我 们 的 第 一 个 目标 是 去 寻找 具有 适当 性 质 的 
a， 例如， 我 们 希望 寻找 (C60, 使 得 M(a) zF, 
且 # 不 可 构成 ， 从 而 就 证 明 可 构成 公理 V= 工 相 
对 于 ZF 是 独立 的 了 。 

aR. BNET LAA HRM ORNAR 
HFE. RT, WA o 尚未 给 出 ， 并 且 ORAM 
H, KA, 在 中 我 们 没有 直接 的 方法 去 论 究 
a， 不 过 对 于 4 的 任意 有 穷 前 节 来 说 ， 在 中 自 
然 是 可 以 被 论 究 的 ， 

我 们 将 把 e 中 的 有 穷 信 息 重 即 有 穷 前 节 称 六 
FAR. 并 记 做 ?了 。 对 于 力 追 条 件 了 来 说 ， 可 
以 把 它 刹 做 是 一 函数 ， 即 有 一 自然 数 吓 ， 必 为 
的 定义 域 , p in —r (0,1), Yini Ea MARY 
PM = SP. MADMAN. 我们 说 pc 
人 《9 包含) ， 指 函数 音义 的 包含 关系 ， 即 设 


231 


PREMURA n, q AE Lam, RA nam. 

MEL 中 任 - - 语 旬 4,， 它 总 可 以 依据 模型 
M 与 某 一 力 近 条件 B 〈 即 “的 有 穷 信息 重 ) 而 建 
SAMIRE. WEY A. 药 真 值 一 旦 建立 后 ， 
不 管 4， 为 真 为 假 当 了 的 有 穷 信 息 量 扩充 到 任意 
HAR ER ah, A, W 真 值 就 不 再 变化 了 ,不 
受 任何 影响 了 。 继续 上 述 过 程 ， 我 们 就 可 以 获得 
瑟 中 一 切 语句 前 真 值 了 , 也 就 是 建立 了 结构 M a 
当然 ， 并 非 对 于 每 一 个 Ce, AE 
PAREL h- TD 4。 的 真 值 ， 能 够 这 样 
做 的 @@ 的 于 信人 台 思 做 脱 殊 集会 。 

为 了 具体 地 说 明 由 力 迫 条 件 决定 中 语句 的 
真 位 ， 我 们 建立 力 迫 条 件 了 对 L, 中 语句 有 太 的 力 得 
关系 ， 这 一 定义 是 基于 4 的 复杂 性 归纳 地 建立 
的 。 按 道 常 记 法 , 我们 用 pli- ABA PHBA. 

1) pi~xEy 当 且 仅 当 xE ys 

2) plraEa 当 且 仅 当 ”在 ?的 定义 域 中 

Hpi) =l; 

3) pIKBAC MIE HpHBHpHC 

4> pPHBVC 当 且 仪 当 pl-B 或 pj-Cy 

5) piB 一 >C HRIH pH 二 或 pl 

Cs 
6) pl 1B 当 且 仪 当 ， 对 于 每 一 力 迫 条 
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tka, Hipca, Wai-B, 
其 中 qi-B 指 4 RAIA B, Mq'- BARRA, 

7) pI AxB@) 当 卫 仅 当 有 工 ,中 一 个 林 
， 使 得 pl- 了 3(Ds 
8 》pIr-YxB(x》 SURA, HPLP IA 
的 个 体 b， 都 有 pl 1B(O), 

当 我 们 把 力 过 关系 理解 为 一 种 真 值 定 义 时 ， 
这 一 定义 与 通 当 的 真 值 定义 不 同 的 地 方 主要 在 上 
BRR Spi- “14, 在 于 了 的 任意 有 穷 扩 充 都 不 能 
力 追 A。 当 我 们 作出 进一步 论证 时 ， 不 难 证 明 力 
迫 关系 有 下 述 性 质 : 

1) PERI p HLH HE — H A 
A, ETRA: pi-AHpiE 1A, 

2) Hpl-A, Hpcalilal-a, 

3) EIA ARE OILS PBA A, AAI 
Rika, pa WER 者 aA, RA 1A, 

由 上 述 力 按 关 系 的 定义 和 性 质 1 一 3 ， 不 难 
证 明 存在 力 扎 条件 序列 ， 

Pos Dip Bay “> Day UU“ (10-5) 
ERATE- BRE i, 1, BI<d, Weic 
Py FARMER 《10.4) 中 每 一 公式 4,， 都 有 自 
Ram, Fp- ,或 者 pa lAs. 

满足 上 述 性 质 的 力 迫 条 件 序列 即 式 〈1057 


S 
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我 们 称 之 为 完备 序列 ， 册 完备 序列 我 们 本 以 定义 
一 集合 
ais (il Am GE TE a (i) = 21} 《10*6) 
LEE LTE Foo 叫 散 脱 殊 集合 .完备 序列 的 存 
在 性 就 决定 了 脱 殊 集合 的 存在 尾 . BRAUD 
HEAS L BTA T WBO RIDI IA INB RIRE T E 
SPAR (10-5). 出 之 产生 了 据 式 (000 而 获 
得 的 脱 殊 集合 。 当 这 些 条 件 变化 时 ， 又 可 获得 不 
同 的 脱 殊 集 合 ,甚至 , 当 我 们 在 作 形 式 语言 I 中 可 
以 用 更 多 的 待定 符号 ， 我 们 就 可 以 获得 同样 多 的 
特殊 和 集合。 由 于 我 仆 的 论证 〈 即 工作 模型 ) 是 在 
型 中 进行 的 ， 因 此 ， 对 于 任意 序数 r>1， 我 们 可 
久 同 时 产生 出 @: 个 脱 丈 集合 - 
为 什么 能 有 如 此 多 的 脱 丈 集合 呢 ? 这 是 因为 
一 方面 @ 有 不 可 数 多 个 了 集合, 另 一 方面 , 工 是 一 
可 数 的 形式 语言 ,因此 ,必然 要 留 下 大 量 的 不 确 
定 的 东西 ，L: 能 描述 的 实际 上 只 是 一 些 特 殊 的 集 
会 。 正 如 整数 系数 的 代数 方程 也 只 是 一 个 可 数 语 
言 ， 由 这 种 方程 所 定义 的 代数 数 也 只 能 是 可 数 多 
人 不， 这 就 留 下 了 大 量 的 不 确定 的 实数 《超越 数 ) 
WAR EMU, RS 
FRET Ls PAE — i AYE BR 
的 有 穷 前 节 所 决定 的 ， 因 此 ， 不 难 获得 ， 它 与 可 
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RRA EBA NM. CHT ERAS 
PREM, AiE BRK” i X, 


3. RARE MER 


ARH ROAR BIE BR GIER A -e aE 
本 性 质 ， 从 力 迫 关系 出 发 ， 百 接 证 明 这 些 性 质 世 
BRIN, TT SPCR, 

1》 对 二 任意 的 有 穷 集合 xo, WEE- 
脱 殊 集合 ?， 使 得 xC? , 

不 妨 取 x 中 最 太 元 加 11 为 为 迫 条 件 pm 的 定义 
HH. ro) IHH, U po WHRM AH 
BWER GD 的 完备 序列 ， 由 这 完备 序列 定 
LAURA REY, BIRT CY, 

2) -IREI YI RR ZE 可 定义 的 
集合 x 都 是 有 穷 的 。 

因为 x Cy 成 立 ， 就 有 .一 力 据 条 人 性 中 FF xc 
? ， 然 而 x 为 可 定义 集合 ， 即 有 ZF 公 式 AM, 
使 得 

uExyHN HAM) 

因此 ， 我 们 有 pI Yula uE Y ) ERE Ht 
TEH Ke, Aol Aw), Woelncy, 而 
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Ra DUCA eH 2, RHY 24E 
PATE XIN GRE, x 就 只 能 为 有 穷 集合 了 。 
3 ) 等 一 脱 丈 集合 都 是 无 穷 的 。 
设 y 为 任 一 脱 殊 集 合 ， 使 用 反 证 法 和 力 迫 关 
系 的 性 质 3 不 难 证 明 命题 
VEo，3xEao<2A 人 XI) 
也 就 是 说 为 一 无 穷 集 合 。 
4) 每 一 脱 殊 集 合 都 是 乙 F 不 可 定义 的 。 
这 一 性 质 可 直接 从 上 述 性 质 2 获得 。 
5) Hx RM Poh —-~RATHA, IRA 
KREG, Mx 门 ? 为 一 无 穷 集合 。 
6) Eyo n 为 两 个 不 同 的 脱 殊 集 合 ， 则 有 
(1) nnay Eys 
(2) WOM NIN RA 
G) eyy yi h EARE. 
LRH 5 — 6 的 证 明 可 参 岗 文 献 [43。 


4, CHAR RY HAS 


Dae, WEE do. PA BR 
集合 ， 并 且 不 仅 要 保证 结果 模型 的 传递 性 ,而 且 
要 求 结果 模型 只 是 加 宽 而 不 增高 。 比 如 ， 我 们 增 
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加 到 M 中 的 脱 苞 集合 有 
人 SO 
这 样 ， 我 们 为 保持 结果 模型 的 传递 件 ， 就 要 
增加 进去 下 列 集合 ， 
D 对 了 于 每 -- 4 <a, MA, (Ya), 
{A, TY 
2) 集合 { A, Yò laats 
并 且 要 把 .上述 集合 进行 如 同 M 那 样 的 累积 过 
程 .例如 ,为 了 简便 起 见 ,不 妨 把 .上述 1,2 中 所 给 出 
的 集合 搜集 在 一 起 组 成 集合 G， 令 WW 为 G 的 传递 
闭 包 ， 而 结果 模型 作 如 下 的 定义 : 
Mo(G):=W 
M. (G): = (J {Ms (G) |B<a})’ 
M(G) := U {M, (G) |a<a} 
其 中 由 x She AGL x 的 所 有 可 定义 子 集合 与 
x 之 并 ，um 是 初始 模型 M 的 最 小 上 和 办。 
对 十 M(G) ， 显 然 有 MC M(G) ， 并 且 两 者 序 
Ban], AS AEUE H 
1) MI(G) HZFC， 亦 即 M(G) 为 ZFC 的 一 模 
型 ， 
_2)》 令 op， 有 是 M 中 二 个 序数 ， 如 果 在 M 中 
AeA RY, MEMO RE < BRW 
XERRA, MPRE EREMO 
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HRR RAT UTES A<o., yi 为 四 
HERHRAS RG, Flt. RIRA 

3) EMG), A NPO) Ra BR, 
在 M(G) 中 连续 统 假设 不 成 立 

在 对 序数 = 作 进 行 分 类 并 作 仔 细 地 推演 后 就 
获得 下 述 结果 ， 

4) 在 M(G) 中 ， 如 果 Tyo EMPERI 
尾 的 , 则 2#o = GMR T Fo EM Rsk A, 
则 2syo= Sey. 

我 们 曾经 指出 ， 由 慈 尼 定 理 ,2 加 不 能 是 可 数 
个 更 小 基数 的 和 ，2 癌 关 @。 由 此 不 难 获得 对 于 
任意 的 与 @ 共 尾 的 序数 & ， 都 有 

2S, 

妆 我 们 在 引入 无 穷 多 个 脱 殊 集 合 ， 并 运用 置 
换 群 的 工具 ， 就 可 以 构 做 另 一 结果 模型 ， 使 得 在 
其 中 AC 不 成 立 。 

还 应 当 特 别 注意 的 是 ， 在 证 明 上 述 性 质 的 过 
Pp, EEMO 中 的 性 质 ， 通 过 力 追 关系 在 
MM 中 的 可 定义 性 质 还 原 到 M 中 进行 论证 ， 这 表现 
了 力 追 方法 在 独立 性 证 明 中 的 强 有 力 的 作用 ,这 
He, RADE ARS ee a A D 
WA. 
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5. Ai 


ATER AW, BU, RAUB EWM 
ORI RAR o 的 所 有 于 集合 (图 10.2)， 就 
是 说 ,图 10 .2 中 任 一 枝 帮 表示 @ 的 一 个 子 集合 
这 一 树 中 ， 有 点 为 树 根 ， 侍 长 出 二 个 树枝 ， 左 边 


图 10.2 FoR DRH 


的 第 一 个 节点 标 上 数 1 ， 有 边 的 第 一 个 节点 标 上 
数 0， 并 且 在 鱼 一 节点 上 继 综 长 出 二 个 权 ， 然 后 
在 它们 的 节点 上 分 别 标 上 数 RO, Hazen 
数 1 ， 向 右 的 标 上 数 0 ， 以 此 类 推 地 无 穷 地 进行 
下 去 ， 即 获得 丰满 的 @ 层 的 二 枝 树 、 每 一 树枝 都 
HOR, WER n BERL, ER n 


239 


属 王 此 枝 的 对 应 集合 ， 否 则 ， 即 它 的 第 n RIRA 
数 0 时 ， 就 表示 不 属于 此 枝 的 对 应 集合 , 出 
上 师 ， 可 知 这 一 树 的 最 左边 的 丢 表 示 @， 最 右边 的 
枝 表 示 空 集合 中。 读者 不 难 验证 按照 这 一 对 应 方 
法 ， 这 一 树 与 集合 P(o) 是 一 一 对 应 的 ， 由 枝 到 
ON TRE SH ONT RA ARBRE RE 
的 。 

如 前 指出 ， 在 M 中 只 含有 PC9) 的 可 数 个 子 集 
合 , 有 大 量 的 @ 的 子 集合 不 在 其 中 ， FAI RR 
的 ， 当 然 脱 殊 集合 的 任 一 章节 都 是 有 穷 集 合 ， 从 
而 痢 在 M 中 。 可 以 设 奶 ,一 脱 殊 集合 对 应 的 树 梳 
AR WAAR BUR BL. 

每 一 树枝 的 有 穷 前 节 都 才 示 一 力 迫 条 件 ， 因 
为 这 样 的 前 节 案 了 上 也 就 是 定义 域 疙 # 并 且 值 域 
为 {0 ，1) 的 一 诈 数 。 这 样 ， 一 脱 殊 枝 的 前 节 就 
RUH RP Popon Pe voc HEME 
时 ， 有 p1Cp;， 对 于 Ls 中 每 一 语 名 ， 必 有 自然 数 
m, PHARE pel ”14。 当 前 者 成 立时 ， 
4 在 M(G) 中 真 ， 当 后 者 成 立时 ，4 MG) 中 
假 。 这 样 ,M 连 同 有 穷 信 息 量 p 。 就 决定 了 4 的 真 
4. EM 中 我 们 无 法 刻画 脱 殊 树 被 鲜 身 ， 然 而 却 
可 以 抓 住 它 的 前 节 p。， 并 且 在 由 中 也 能 够 抓 住 
P -ARpA (注意 ， 二 者 不 能 同时 为 真 ,) 
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从 而 在 M 中 我 们 就 抓 住 了 语句 4 的 真 值 ， 这 里 所 
渭 能 够 在 M 中 抓 住 pi-4 ER- XR EME 
可 以 定义 的 ， 并 且 定 义 它 的 关系 是 绝对 的 ， 这 一 
点 的 论述 是 不 难 的 ， 然 而 是 宛 长 的 和 烦琐 的 。 

Rih JARA PA 药 定 义 ， 我 们 仅 给 出 
了 它 的 要 点 ， 再 详细 一 点 说 ， 因 为 二 是 一 个 层次 
语言 ， 应 当 有 语句 4 的 层次 ， 由 于 入 可 能 出 现 @ 
晨 次 的 对 象 (& <<ao) ， 因 此 ，A 的 层次 也 应 当 是 
分 支 型 的 。 这样， 在 我 们 的 论证 中 就 含有 分 支 类 
HM BA. STWR LRMCRNEAT EN 
的 论述 ， 这 里 就 不 再 重复 了 。 


6。 波 文 海 姆 一 斯 科 伦 定理 浅 释 


这 一 定理 在 前 一 章 和 本 章 的 论证 中 多 次 运用 
了 它 ， 并 且 起 着 关键 的 作用 ， 因 此 ， 有 必要 修一 
通 纵 的 例证 。 我 们 仅 考 察 本 章节 1 中 给 出 的 形式 
中 的 一 个 语 甸 。 

首先 ， 我 们 考察 一 阶 逻辑 的 一 些 基 本 性 质 ， 
这 些 性 质 对 干 我 们 在 第 七 章 引 进 的 集合 论 演算 也 
是 完全 适用 的 。 我 们 将 出 符 伟 “m” 表 示 双 推演 
性 ， RAR, “AHB” 表示 从 和 可 以 推出 中 
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并 县 从 召 可 以 推出 上 4， 下 边 假定 A(x) 、B 为 ZF 公 
式 ，x 在 A(x) 中 自由 出 现 ，x 在 B 中 是 不 自由 
EAH. RIA TEH M 

1) IYxA(x) Hix A) 

2) HxXAGOF! YxTIA (x) 

3) 1VX 1A) HAXA (x) 

4) TAX IAG) HY XA) 

5) VXAG) ABH YX (A(X) AB) 

b) TIAGO ABHEX (A) AB) 

P) YXxA(x) BH x (Ale) VB) 

8) HxACX) Bm Ax(A (x) `- B) 

9) VxAG@) —>BHx(A (x) -一 了 3) 


19) SxA(x) BH yx(A (x) — B} 

11) B—> YxA(x) HY x(B—A(x)) 

12) Bo DXA) HTx (B——>A (x) ) 

AGE 12 HIRES EEA, AEE, # 
据 这 12 条 性 质 ， 我 们 都 可 以 在 有 穷 步 又 内 ， 把 
ZENE: -公式 化 或 与 它 等 价 的 前 束 范 式 。 这 
公式 如 果 具 有 下 述 形式 

QQ QO XC Lag ory Xa) (1007) 
HO RS REY RAR S HAC 
PRB OME (PR BY, WER AOD 为 一 前 
ROA, WHER, HTE- ARA, RA 
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前 束 范式 Ar, 使得: AHA, Bib, RI 在 证 
明 莱 文海 姆 一 一 斯 科 伦 定理 时 ， 只 需 考 察 具有 前 
束 范 式 形式 的 公式 就 够 了 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 不 
妨 很 定 公式 4(0D 具有 形式 

cia Wy dzWuBx, yz tu, t) 108) 
+ 在 其 中 自由 出 现 ,没有 其 它 变 元 在 其中 出 现 , B 
中 无 景 词 出 现 。 对 于 给 定 集合 3 ， 现 在 我 们 定义 
人 BK, HELMS, ， 并 满足 性 质 ， 对 于 
任意 给 定 的 上 E 8 ， 如 果 存 在 一 集合 x (不 要 求 
x 在 S 中 ) ,使 得 

YyAzYuBx, y, z, u, ) (109) 
成 立 ， 则 选择 适当 的 集合 x， 且 GIO =x; 如 
果 不 存在 x* ,使 得 式 (10-9) RE, WE IH = 
b. 

FR 0-9) ESRB AA, E 

党 考察 它 的 否定 式 : 

FAyVcau B(x, y, z, Ht) (10-10) 

现在 定义 二 元 函数 5 ， 其 定义 RH Sxs, 

对 于 任意 给 定 的 5 x ES， 如 果 存 在 集合 Y 《不 
BRESH) ， 使 得 

vzdu IB, y, z, ut) (10:1D 
AX, WSEAS MAE AY, BS gx, 0 = Ts 
如 果 不 存 在 Y， WER GUID RE MPE 
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£) = 和 AH, BTR 〈10'11 是 全 称 量 证 开 
始 的 ， 困 此， 考察 它 的 否定 式 ， 
FizV uB(x, y, z, u, t) (10+12) 
PEELE, HELRAS, WT 
任意 给 定 的 x、?、f+ES， 如 果 存 在 * 〈 不 一 定 在 
Sh), 8 ` 
YuBlx, y, Z, u, t (10-13) 
成 立 ， 则 选择 适当 的 集合 z ， 且 令 RU(x，2， 日 = 
o 如 果 不 存在 z ， 使 得 式 〈10'13》 RE, MWE 
h(x，y， =、 同样 ， 由 于 式 《10*13) 是 全 称 
量词 开始 和 的， 因此， 考察 它 的 否定 式 ， 
Hu Bix, y, z, u, Ù (10-14) 
现在 定义 四 元 栈 数 和 g， 其 定义 域 为 人 $$， 对 于 
任意 给 定 的 x,y,z,1E S ,如 果 存 在 集合 w 使 得 * 
BUY, y, z, u, f) (10+15) 
成 立 ， 风 选择 适当 的 集合 5 ， 并 令 ey, y z 
=u, 如 果 不 存 在 & ， 使 得 式 (10*15) 成 立 ， 
Wea, y, z, Dsp 
ASRR S 与 函数 J，g，h，9 在 上 述 定义 域 
上 值 域 之 并 集合 ， 并 且 令 
Si:=8 
S,.=5,* 
T= U{S.|nCo} 
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我 们 不 妨 假 定 上 述 出 发 点 集合 5 为 一 可 数 集 
合 ， 这 一 定理 的 证 明 中 己 使 用 了 选择 公理 ， 再 次 
运用 它 ， 显 然 了 也 是 证 数 的 ， 并 县 不 难看 出 ， 车 
有 模型 ， 唱 A 就 有 可 数 模型 了 。 对 于 语句 集合 
的 情况 ， 仅 需 再 增加 一 些 技 术 细节 就 可 获得 欲 证 
HR, REAR, 


十 一 CH 还 是 一 大 难题 
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T，2ZF 系 统 的 不 完全 性 


在 前 两 章 中 ， 我 们 已 经 证 明了 

ZF [+ CHH ZF |+CH. 
这 就 是 说 ，ZF 系 统 既 不 能 断定 CH 成 立 ， 也 不 能 
斯 定 它 不 成 立 ， 当 我 们 把 ZF ATEREA 
定理 》 搜 集 在 一 起 组 成 集合 PTH ZF 的 定 
理 集 合 ) ， 而 把 ZF 的 可 驱 语 名 《 即 可 否 证 的 语 
名 ,或 它 的 否定 式 是 可 证 的 ) 搜集 在 一 起 组 成 集 
AR, IB i 

T: = {A|ZF|- AH A XZER A) 

R: = {B|ZFH BH B AZF? 
ERAR CH 既 不 在 T 中 ， 也 不 在 民 中 ( 见 
BILD ， 也 就 是 说 ，CH 是 ZF 的 一 个 不 可 判定 
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WA, WE, AM, WAC 也 是 既 不 在 
了 中 ,也 不 在 只 中 ,这 就 说 明了 ZF 龙 不 完全 的 ， 


图 11*1 ZF 系统 的 不 完全 性 
我 们 可 以 把 ZF 加 以 扩充 ， 把 AC 作为 公理 之 

一 ， 与 ZF 一 起 组 成 公 蛙 系统 ZFC。 前 两 章 的 结 
果 表 明 CH 在 ZFC 中 仍然 是 不 可 断定 的 ， 也 就 是 
说 ，CH 仍然 是 系统 ZFC 的 一 个 不 可 判定 的 语 
a. AWD, FE 

Tor = {A} ZPCL AH A ZFA 

R°: = {B| ZFCH 1B H B NZEA 
WR, CHERET P, HPE RP, HERH 
已 经 说 明 可 构成 公理 V = 工 也 是 ZFC 的 一 个 不 可 
断定 语句 。 醒 菠 尼 定理 则 断定 ， 当 “与 @ 不 共 昆 
时 ,就 有 2#o +S. RAS, ASS RH, 
2H 8 ETH, 
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2。 问 题 并 未 解决 


有 了 科恩 的 结果 之 后 ， -DFR (包括 科 
BD 部 认 为 连续 统 问题 已 经 解决 了 ， 并 声称 连续 
统 假设 成 立 的 集合 论 为 康 托 尔 集合 论 ， 其 它 称 为 
徘 康 托 尔 集合 论 . 但 是 , 哥 德 尔 等 人 认为 问题 并 没 
有 解决 ， 有 的 人 也 公开 批评 科 愿 的 观点 是 一 种 浮 
浅 的 看 法 。 事 实 土 ， 早 在 科恩 1963 年 的 结果 出 现 
之 前 二 十 五 年 ， 即 1947 年 哥 德 尔 就 在 文献 [9 中 
指出 。 有 可 能 CH 在 ZF 中 是 不 可 判定 的 ， 并 表述 
了 他 的 深刻 见解 。 早 在 1938 年 可 德尔 已 经 公布 了 
CH 相对 ZEF 的 协调 性 结果 ， 即 若 ZF 协调 ， 则 ZF 
| 一 了 CH。 在 这 一 前 提 下 ,只 能 有 或 者 ZFh- CH 或 
者 ZF | 一 CH, 而 后 者 正 是 说 明 CH 是 ZF RA AL 
的 ， 我 们 现在 来 考察 哥 德 尔 1947 年 的 意见 ， 

“ 康 托 尔 连续 统 问题 ， 不 论 采 取 什 么 哲学 观 
A 不 可 否认 WED 保持 这 个 意义 ， 央 发 更 它 
REA TAR, MRA, WARIA 
案 ， 是 能 从 所 引用 的 系统 中 所 陈述 的 公理 推导 出 
来 的 。? 

“自然 ， 如 果 按 这 个 方法 解释 ， 那 么 《假定 
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公理 的 协调 性 ) ST BEER Re ER 
三 种 可 能 性 : 它 是 可 证 明 的 ， 或 是 可 否 证 的 ， 或 
是 不 可 判定 的 。” 

如 前 所 述 ， 由 可 德尔 1938 年 的 结果 ， 不 可 能 
出 现 “ 可 否 证 的 ”结论 了 。 剩 下 的 就 是 第 一 、 第 
三 两 种 情形 了 。 

“第 三 种 可 能 性 〈 它 不 过 是 前 述 猜想 的 一 种 
精确 的 表述 ， 即 问题 的 困难 可 能 不 是 纯 数 学 的 ) 
是 可 能 性 最 大 的 一 种 。 寻 找 它 的 一 个 证 明 ， 也 许 
是 当前 着 手 解决 这 一 问题 的 最 有 和 希 刻 的 途径 。? 

“Hi, RETE, REREN ARER 
As ARRERA ARN HERA NAR BT 
判定 性 的 证 明 ( 例 如 ， 对 照 工 的 超越 性 的 证 明 )， 
决 不 是 问题 的 解决 ，” 当 代 集 合 论 的 学 者 们 仍然 
坚持 哥 德 尔 四 十 多 年 前 的 观点 ， 连 续 统 同 题 并 没 
有 姐 决 ， 仍 然 是 当代 数学 的 一 个 大 难 鸯 ， 


5， 连续 统 问题 与 集合 论 新 公理 


康 托 尔 集合 论 是 古典 数学 的 自然 推广 ， 在 数 
学 中 出 现 的 集合 有 整数 的 集合 ， 有 理 数 即 整数 
的 有 序 对 ) 的 梨 合 ， 实 数 〈 即 有 理 数 集合 ) 的 集 
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合 ， 实 画 数 〔 即 实数 的 有 序 对 集合 的 集合 ， 等 
等 ， 爹 部 都 在 康 托 尔 的 集合 论 之 中 。 集 合 的 这 种 
概念 、 这 种 形式 或 过 程 总 是 从 整数 ， 或 某 种 完全 
确定 的 对 象 ， 和 迭代 应 用 运算 “…… 的 集合 ”而 得 
到 的 对 象 ， 就 称 之 为 集合 ， 而 不 是 通过 把 所 有 测 
成 事物 的 总 体 分 成 柚 类 而 得 到 的 某 种 东西 ， 这 样 
就 永远 不 会 导致 任何 传 论 。 正 如 哥 德 尔 指出 的 + 
“关于 这 个 集合 概念 的 完全 素 朴 的 和 无 批判 的 工 
作 ， 迄 今 为 止 已 经 证 明 是 完全 自 协 调 的 。” 
连续 统 问题 对 于 集合 论 ， 甚 至 对 于 基础 数学 
是 非常 重要 的 、 嚼 然 经 过 了 一 百 多 年 的 发 展 ， 有 
TETHAMER, LZS TIRAKA 
决 ， 这 在 某 种 程度 上 可 归 之 于 纯 数 学 的 困难 。 此 
Sh, HMMs “看 来 这 里 还 含有 更 R A 
B, FERAE EPRE A Ga AA” 
“一 一 对 应 ”， 等 等 ) 和 支配 这 些 词 项 的 使 用 的 
公理 的 意义 进行 〈 比 数学 通常 作 的 ) 更 深刻 的 分 
析 ， 才 能 得 到 这 些 问题 的 完全 解决 ”， 在 本 德尔 
看 求 ， 如 果 我 们 所 解释 的 集合 论 的 原始 词 项 的 意 
义 被 认为 是 正确 的 话 ， 那 么 就 可 以 得 出 ， 集 合 论 
的 概念 和 定理 撒 述 了 某 个 完全 确定 的 实在 《部 论 
域 ) ， 在 其 中 康 托 尔 猪 测 必然 或 者 是 真 的 ， 或 者 
是 假 的 ,“ 因 此 ,从 今天 所 采取 的 公理 得 出 康 托 尔 
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猜测 的 不 可 判定 性 ， 只 是 彰 味 着 这 些 公理 没有 包 
括 那 个 实在 的 完全 提 述 ,当前 集合 论 的 研究 ， 例 
如 ， 强 无 穷 公理 〈 包 括 大 某 数 公理 ) 、 对 类 的 非 
EWKA, TREEREN, SRF EM 
的 集会 论 公理 系统 是 不 完全 的 ， 而 县 也 表明 它 是 
能 不 带 任 意 地 用 新 公理 来 补充 的 。 这 些 新 公 型 不 
过 是 上 面 所 解释 的 集合 和 概念 的 内 容 的 展开 。 关 于 
这 种 研究 ， 痪 德尔 说 : “可 能 存在 就 其 证 明 的 结 
果 求 说 是 如 此 丰富 的 其 它 公理 ， 它 照 亮 整个 领域 
并 产生 这 样 强 有 力 的 解决 问题 的 方法 〈 并 且 ， 只 
要 是 可 能 的 ， 苇 至 可 以 构造 地 解决 它们 》 。 使 得 
不 论 它 从 是 否 是 内 在 必须 的 ， 至 少 应 在 垦 同 任何 
已 经 完全 建立 的 物理 理论 问 等 的 意义 上 接受 它 
的 。” 普 德尔 在 分 析 了 与 连续 统 问 题 有 关 的 许多 
数学 命题 之 后 指出 : 

“与 大 量 的 蕴涵 连续 统 假设 的 否定 似乎 真 的 
命题 相反 ， 没 有 一 个 已 知 的 似乎 真 的 命题 萄 渴 连 
SB.” Al, ERMA, "ATRE 
证 康 托 尔 猜测 。” 

WROTE MN, HIRES RA IE 
学 者 关心 的 课题 ， 以 斯 拉 为 代表 的 一 批 学 者 所 出 
了 真 常 力 迫 的 公理 ,并 由 此 论证 2%。= 82, AE, 
真 常 力 迫 的 公理 是 否 具有 公理 的 资 铬 ， 也 是 当前 
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人 们 极为 关注 的 问题 。 

研究 集合 论 新 公理 ， 并 非 都 是 直接 担 向 连续 
统 问 题 的 。 大 基数 公理 、 对 类 的 非 直 谓 的 概括 公 
理 虽 然 都 极 大 地 扩充 了 ZF 系统 定理 的 集合 ， 它 
们 都 可 以 证 明 ZF 系统 的 协调 性 ， 然 而 对 CH 来 
H, 仍然 是 不 可 判定 的 。 但是， 新 公理 对 建立 
ZF 系统 的 协 涧 性， 扩充 ZF 的 推理 能 力 ， 这 无 疑 
是 重要 的 。 

我 们 对 聚合 公理 系统 的 研究 ， 除 了 上 述 的 日 
的 之 外 ， 还 试图 去 概括 当代 数学 的 一 个 分 支 一 一 
范畴 论 的 基础 CL53。 
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不 权 数 学 家 认为 连续 统 是 一 个 极端 重 楼 网 概 
&, 而 且 物 理学 家 也 是 这 样 认为 的 。 爱 因 斯 坦 在 
1946 年 12 月 14 日 致 索 末 非 尔 德 的 信 中 曾 说 过 
“我 始终 真诚 地 相信 ， 从 连续 统 出 发 毅 明 物性 学 
的 基础 最 终 是 会 成 功 的 ， 其 所 以 如 此 ， 是 因为 不 
连续 对 于 相对 论 的 描述 超 短 作用 似 乎 没有 提供 
任何 可 能 性 ， ”我们 在 第 四 章 引 用 的 希 尔 伯 特 的 
论述 ,清楚 地 表明 了 他 对 连续 统 的 看 法 , 即 连 续 统 
间 题 来 源 于 外 部 世界 ， 外 部 世界 是 数学 的 源泉 。 

爱 因 斯 坦 与 着 尔 伯 特 都 从 连续 统 与 鞠 理 世 
界 、 外 部 世界 相 联系 来 看 它 的 重要 意义 。 希 尔 伯 
特 还 从 离散 与 连续 的 关系 方面 论述 康 托 尔 猜 想 。 
他 说 ， 如 果 能 证 明康 托 尔 狂想， 那么 ， 立 中 可 以 
得 出 结论 ，“ 在 可 数 集 合 与 连续 统 之 间架 起 一 座 
新 的 桥梁 。? 


258 


FUR M RATAN AER, DE 
上 看 ， 他 是 亚 里 士 多 德 以 来 一 位 最 伟大 的 逻辑 学 
家 ， 他 不 仅 对 连续 统 问题 作出 了 重大 的 贡献 ， 指 
HT EORARL SHR, HAS EAN 
辑 问 题 ,数学 问题 都 作出 了 影响 深远 的 工作 ,我 们 
应 当 十 分 重视 他 对 过 续 绕 问题 的 论述 。 连 续 统 计 
题 ， 不 仅 具 有 纯 数 学 的 意义 ,而且 又 是 一 个 重要 
的 识 辑 烙 ， 它 将 成 为 探索 未 知 世界 的 -个 重要 手 
B. 我们 深信 ， 未 来 的 数学 家 ， 逻 辑 学 家 将 对 连 
续 统 问题 贡献 自己 的 力量 ， 作 出 科学 的 回答 。 
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